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Aufbau der Mathematik
Die Mathematik ist eine logisch aufgebaute Wissenschaft. Das heisst, sie besteht aus den folgenden Elementen:
Axiome

Jeder mathematischen Theorie liegt al's Fundament ein System von Axiomen zugrunde. Unter einem Axiom versteht
man eine nicht beweisbare Aussage, die aber a's allgemein richtig angesehen wird. Diese Aussagen werden dann fir
den Aufbau einer Theorie als wahr vorausgesetzt und alle weiteren Aussagen kénnen dann theoretisch auf diese
Axiome zurlickgefuhrt werden.

Definitionen

Zur Entwicklung einer Theorie wird es stets wieder nétig sein, neue Begriffe einzufiihren: Eine Definition ist die
prézise Beschreibung eines neuen Begriffs.

Satze

Die Tétigkeit der Mathematik besteht nun darin, aufgrund der Axiome und der Definitionen neue, allgemein giiltige
Erkenntnisse und Zusammenhénge zu finden. Diese neuen Aussagen nennt man Sétze.

Beweise

Die Allgemeingultigkeit dieser Sdtze ist zu beweisen. Es genuigt nicht, nur zutreffende Beispiele zu finden.
Jeder bewiesene Satz darf dann zusammen mit den Definitionen zum Beweis neuer Aussagen beigezogen werden.
Wir werden in diesem Unterricht aber aus Zeitgriinden nicht alle Sétze beweisen.

Vorgehen

- Definition von Elementen einer Menge

- Beziehungen zwischen Elementen (Axiome/Relationen)

- Verknlpfungen von Elementen (Operationen)

- Folgerungen

Beispiele von Axiomen

- Newtonsche Mechanik: Kraft = Masse « Beschleunigung

- In der Geometrie: Alle Geraden einer Ebene sind entweder parallel oder sie schneiden sich.
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Elemente der Geometrie

Der Punkt

Euklid definierte: "Ein Punkt ist, was keinen Teil hat." Die moderne Mathematik lehnt diese und &hnliche
Definitionen als unzulénglich ab. Wir wollen den Punkt so definieren. Ein Punkt ist ein Element einer Menge, die
den Charakter eines Raumes hat.

Der Punkt ist ausdehnungslos in diesem Raum (Dimension 0). Aus Punkten werden wir weitere geometrische
Gebilde als Punktmengen zusammensetzen.

Punkte werden in der Geometrie im allgemeinen mit Grossbuchstaben bezeichnet: A, B, C, P, Q, .... In ener
Zeichnung werden Punkte mit ~. oder o markiert.

x P

xB

Die Punktmenge

Eine Punktmenge ist eine Menge von endlich oder unendlich vielen Punkten. Punktmengen dienen zur Darstellung
von geometrischen Objekten wie Linien, Geraden, Strecken, Vielecken usw.

Die Linie
Wird ein Punkt bewegt, so erzeugt er eine Linie.
Wir unterscheiden die gerade Linie, die krumme Linie und die gebrochene Linie.

gerade Linie krumme Linie gebrochene Linie

— U\
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Die Gerade und ihre Teilmengen

Bewegt man einen Punkt in eine Richtung, so entsteht eine Gerade.

N

Die Gerade hat eine Ausdehnungsrichtung (1 Dimension). In dieser Richtung dehnt sie sich unbeschréankt (ohne

o
L]
L]
P

Anfang und ohne Ende) aus.

Geraden werden mit Kleinbuchstaben oder mittels zweier Punkte auf der Geraden bezeichnet. Beispiele: g, g, 0o,

wohhy i, g=(AB), h=(PQ), ...
. @ @
Gerade g = (AB): gerichtete Gerade (Speer) g = (AB):
A B A B
A ° o - o~
Habgerade g4, g»: gerichtete Halbgerade (Strahl) %1, (o7
A A
A ®A‘ 0 B ®
gl gZ gl gZ
® ®
Streckea=AB gerichtete Strecke (Vektor) a = AB:
A B A B
o Yo} [o¥ »o
Zwei Punkte A und B sollen durch gerade, krumme
oder gebrochene Linien verbunden werden. Wieviele
Linien kann man ziehen? Welches ist die kirzeste
Verbindungslinie?
X X
. A B
Durch zwei Punkte kann man ...
..................................................... Linien ziehen.
Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte ist die
Wieviele Geraden kann man durch einen Punkt legen?
X
Durch einen Punkt kann man ... P
..................................................... Geraden legen.
Wieviele Geraden kann man durch zwei Punkte legen?
X
B
Durch zwei Punkte kann man ... :

.................................................... Geraden legen.
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Streckenzug

Die Vereinigungsmenge von aufeinanderfolgenden Strecken heisst Streckenzug. Es ist der offene vom
geschlossenen Streckenzug zu unterscheiden. Der geschlossene Streckenzug heisst Vieleck.

offener Streckenzug

B D
ABE BCE CDE DEE EF

Flachen

Durch die Verschiebung einer Linie durch den Raum
entsteht eine Fl&ache.

Die Ebene

Wird eine Gerade durch den Raum verschoben,
entsteht eine Ebene.

geschlossener Streckenzug (Vieleck)

E

B

ABE BCE CDE DEE EA

©
@
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Koordinatensysteme

Koordiantensysteme sind Orientierungshilfen. Insbesonders wird damit die Mdglichkeit genutzt, mittels Angabe
einer Zahlenkombination die Lage von Punkten zu definieren. Damit ist es moglich, geometrische Objekte in Zahlen
zu fassen. Man kann diese Zahlenwerte speichern, Ubertragen, mit ihnen rechnen.

Parallelkoordinatensysteme

Parallelkoordinatensysteme heissen so, weil jeder Punkt als Schnittpunkt von Parallelen zu den Grundgeraden bzw.
Grundebenen definiert wird. Als Grundlagen werden Achsen, das sind gerichtete Geraden, auf jeder Achse ein
Ursprungspunkt (O) und ein Einheitspunkt (E) festgelegt.

eindimensional:
1 Achse (x), 1 Ursprung (Ox = O), 1 Einheitspunkt (Ex = E)
Die Strecke OE = eist die Masseinheit.

o) E P(x)
e

o x-Achse

Y

Xee

Jeder Punkt P auf der Achse (im eindimensionalen Raum) kann durch den Abstand vom Ursprung beschrieben
werden. Dieser Abstand wird mit der Masseinheit e und einer Masszahl x angegeben. Er ist OP =x» OE =xee. x

nennt man die Koordinate des Punktes P. Diese Zahl legt den Punkt P im Koordinatensystem eindeutig fest, man
schreibt P(x).

zweidimensional:

2 Achsen (x, y), 2 Ursprungspunkte (O,, O,), 2 Einheitspunkte (E,, E,)
bxy)=j, Ok =e. OF =g

Jeder Punkt P wird als Schnittpunkt von Parallelen zu den Achsen definiert. Diese Parallelen schneiden jeweils die
andere Achse. Der Abstand vom Ursprung bis zum Schnittpunkt einer Parallelen mit der Achse wird gemessen. Er

ist xe OE, = xeg, bzw. y» OE, = y-e,. Als Koordinaten von P werden die Werte x und y als geordnetes Paar
angegeben: P(x/y)
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Sonderféle:

a) j =b(x-Achse, y-Achse) = 90°, (kartesi sches K oordinatensystem)

b) j =90° e =g, Orthonormalsystem
dreidimensional:

3 Achsen (X, y, 2), 3 Ursprungspunkte (O,, Oy, Op),
3 Einheitspunkte (E,, E,, E;)

Wir wollen uns im Dreidimensionalen auf jenen
Sonderfall beschrénken, bei dem sich die drei Achsen
in einem Punkt schneiden. In diesem Schnittpunkt
sollen die Ursprungspunkte zum gemeinsamen
Ursprung zusammenfalen. Ausserdem sollen die
Einheiten in allen Dimensionen dieselbe Lange haben
(ex= ey = ez = 1). (Orthonormal system)

Jeder Punkt P wird als Schnittpunkt von Parallel-
ebenen zu den Koordinatenebenen (xy-, xz-, yz-
Ebene) definiert. Diese Paralelebenen schneiden
jeweils eine Achse. Der Abstand vom Ursprung bis
zum Schnittpunkt einer Parallelebene mit der Achse
wird gemessen. Er ist xeg, = X, ye, = y bzw. z.¢, = z.
Als Koordinaten von P werden die Werte x, y und z
als geordnetes Tripel angegeben: P(x/y/z).

Polarkoordinaten
in der Ebene (2-dimensional)

Festgelegt wird eine Polarachse (Strahl), deren
Anfangspunkt der Pol ist. Ein Punkt P wird durch
seinen Abstand vom Pol (r) und den Winkd (j)
zwischen der Strecke OP und der Polarachse angege-
ben.

im Raum (3-dimensional)

In einer Ebene sind die Verhdltnise wie vorhin beim
2-dimensionalen Polarkoordinatensystem. Die dritte
Dimension wird durch einen zweiten Winkel (J)
erschlossen. Er wird zu einer durch den Pol, auf der
vorher festgelegten Ebene senkrecht stehenden Achse
gemessen. P(r,j , J)

Zylinderkoordinaten (3-dimensional)

Ahnlich wie die Polarkoordinaten im Raum werden
Zylinderkoordinaten festgelegt. In einer Ebene wird
en 2-dimensionaes Polarkoordinatensystem
eingefiihrt. Senkrecht zu dieser Ebene wird eine
Achse, die z-Achse errichtet. Die z-Koordinate ist
dieselbe wie in einem dreidimensionalen Parallelkoor-
dinatensystem. P(rq, j , 2)

6
A z-Achse
,,,/://, 7777777777 ‘0/77771,,
= z o P(X/y/Z)
s e
/ . y-Achse
X-Achse
P(rfj)
r
O 7]
o
Polarachse
A z
IR N " P(xlylz)
\ o/ ()
j (ro‘/J //z)
J rO . /// y
S > Ry (x/y/0) -
X
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Mass und Messen

Am Anfang der Zivilisation stand die Messkunst. Unsere Vorfahren lernten die Messtechnik anzuwenden, as sie
sesshaft wurden, Hauser bauten und Felder bestellten. Die ersten Masseinheiten waren Naturmasse: Schritt, Elle
Zoll, Fuss usw. Im Laufe der Zeit wuchs die Zahl der verwendeten Einheiten zu einer uniiberschaubaren Fille an.
Deshalb wurde im Jahre 1875 von 17 Staaten die Meterkonvention abgeschlossen, der heute 40 Staaten angehdren.
1960 wurde von der 11. internationalen Konferenz fur Mass und Gewicht das "Internationale Einheitensystem"
(SI) angenommen, das heute in vielen Staaten verbindlich eingefiihrt ist.

Eine physikalische Grisse (z.B.: Lénge, Masse, Zeit) beschreibt eine einzelne genau definierte Eigenschaft einer
Erscheinung qualitativ und quantitativ.

Messen heisst, die zu messende Grdsse mit einer festgel egten Masseinheit zu vergleichen.

Dabei gilt: Grosse = Masszahl © Masseinheit
Im Sl ist die Lange eine Basisgrosse. |hre Masseinheit ist der Meter (m).

Friher wurde der Meter als 40-millionster Teil des Erdumfanges am Aquator definiert, heute verwendet man dazu
Eigenschaften von Atomen. Bei der Einfihrung von Koordinatensystemen wurde auch eine Einheitsstrecke durch
den Ursprung und den Einheitspunkt festgelegt. Mit Vielfachen von dieser Einheitsstrecke wird die Position eines
Punktes definiert. Es werden also Absténde angegeben, welche man im Koordinatensystem abstecken kann. Der
Faktor, mit dem die Masseinheit multipliziert wird, heisst Masszahl. Er wurde schon vorhin fir die Bestimmung der
Koordinaten eines Punktes verwendet.

Dezimale Vielfache und Teile von Einheiten

1000000000000 = 102 Billionenfach Tera T
1000000000 = 10° Milliardenfach Giga G
1000000 = 10° Millionenfach Mega M
1000 =103 Tausendfach Kilo k
100 =102 Hundertfach Hekto h
10 =10t Zehnfach Deka da
0,1 =101 Zehntel Dezi d
0,01 =102 Hundertstel Zenti c
0,001 =103 Tausendstel Milli m
0,000001 =10° Millionstel Mikro ]
0,000000001 =10° Milliardstel Nano n
0,000000000001 = 1012 Billionstel Piko p
Beispiele: 1cm =1 Zentimeter

1 ns =1 Nanosekunde
1 MW =1 Megawatt
1 kWh = 1 Kilowattstunde

Fur néhere Einzelheiten zu den Definitionen der Masseinheiten sei auf das "Bundegesetz Uber das Messwesen" vom
9.6.1977 und auf die "Einheiten-Verordnung" vom 23.11.1977 verwiesen.

Verhaltnis von Strecken

Unter dem Verhdltnis (Quotient) von Strecken versteht man das Verhdtnis ihrer Masszahlen.

Gemeinsames Mass, massverwandt, massfremd

Zwei Strecken aund b haben ein gemeinsames Mass e, wenn es natiirliche Zahlen p und q gibt, sodass gilt: pee = 3,
gee=b

Strecken mit einem gemeinsamen Mass heissen massverwandt, Strecken, fur die es kein gemeinsames Mass gibt,
hei ssen massfremd.

Zwei Strecken aund b sind genau dann massverwandt, wenn ihr Quotient rational ist (0.Beweis).
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Winkel

Ein Winkel ist das System zweier von einem Punkt S b
ausgehender Strahlen. Die Strahlen heissen Schenkel
des Winkels, der Punkt S heisst Scheitel.

b(ab)=a

c
=

Winkel werden mit griechischen Buchstaben
bezeichnet: a, b, g d, e ...,j, VY, ..., aer auch mit
Punkten auf den Schenkeln und dem Scheitel: a =
D(ASB) oder mit den Schenkeln: a =B (a, b).

Jener Tell der Ebene, welcher zwischen den
Winkelschenkel liegt, heisst Winkelfeld.

Winkelmass

Das Gradmass des Winkels (Altgrad, degree, DEG) teilt den Vollwinkel in 360 gleiche Teile. So entsteht ein Winkel
von 1 Grad (1°). Kleinere Teile sind die Minuten (1') und die Sekunden (1").

Esqilt: 1' =60"
1° =60 = 3600"

Andere Winkelmasse sind das Bogenmass und das Neugradmass.
Ubertragung von Winkeln

Gegeben ist der Winkd a = B(A;S,B4). Ferner ist ein neuer Winkelschenkel (S,A,) gegeben. Der Winkel a soll auf
den neuen Winkelschenkel Ubertragen werden.

Wir stiitzen uns auf die Tatsache, dass gleiche Kreisbdgen mit demselben Radius denselben Winkel beschreiben.
Konstruktion:

1. Al a

2. kS, SA1)Ca® By

3. kiSy SA)Ca® A,

4. kA AB1)Ck;® B,

5. b2 = (Ssz)
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Winkelarten
Spitzer Winkel Rechter Winkel Stumpfer Winkel
Gestreckter Winkel Uberstumpfer Winkel Vollwinkel
Drehsinn: positiv - im Gegenuhrzeigersinn
negativ - im Uhrzeigersinn
Héhenwinkel Tiefenwinkel

<2

@S

N

Sehwinkel a, Horizontalwinkel b

0
Nebenwinkel

P :
e K <

Nebenwinkel ergénzen einander auf 180°: a + b = 180°, b + g=180°, g+ d =180°,d + a = 180°
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Scheitelwinkel

5 o
> e/

Scheitelwinkel sind gleich gross:a =g, b=d

Supplementwinkel
a +b=180°

b Zwei Winkel, deren Summe 180° ist, die sich also auf
a\ 180° ergdnzen, heissen Supplementwinkel.

Komplementwinkel
a+b=90°

\ Zwei Winkel, deren Summe 90° ist, die sich also auf
b 90° ergénzen, heissen Komplementwinkel.
a

Stufenwinkel

a1/a2 b1/b2 %./92 d1/d2
Stufenwinkel sind gleich gross.

a;=adp

a1/g2 b1/d2 %_/az d1/b2
Wechselwinkel sind gleich gross.
1=

a1/d2 b]_/gz %_/bz d]_/az
Entgegengesetzte Winkel ergénzen einander auf 180°.
a;t d2 = 180°
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Relationen

Eine Relation ist eine Beziehung zwischen Elementen von Mengen. In der Geometrie sind z.B. die Relationen "ist
gleich", "ist senkrecht zu", "ist paralel zu" bekannt. Die letztgenannten beiden Relationen kdnnen zwischen

Geraden oder Strecken bestehen.

Relation zwischen zwei Mengen M1 und Mo

Fir die Relation R zwischen zwei beliebigen Elementen xi M; und yi M, schreiben wir:

XRy
Bsp. 1: M, = Menge aller Menschen
M, = Menge aller Verkehrsmittel
R = "bewegt sich fort mit"
M
My IO Zug 2
o O \elo
>»0 Motorrad
o ’ o Flugzeug
G,
© Auto
Bsp. 2: M, =M, =N (Menge der natiirlichen Zahlen)

R="istkleiner als', x <y
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Bsp. 3: M;=M,=M = Menge aler Geraden in einer Ebene
R ="ist senkrecht zu", x * y

Eigenschaften von Relationen (M, = M, = M)
symmetrisch

Eine Relation R in einer Menge M ist symmetrisch, wenn firr allex, y T M gilt:

XRybP yRXx
Bsp. 1: M = Menge aler Geraden einer Ebene

R ="ist senkrecht zu" a”bb b™a
Bsp. 2: M = Menge aler Geraden einer Ebene

R ="ist paralel zu" allbb bja
Gegenbsp.: M =N

R ="ist kleiner as" a<bB b<a
transitiv

Eine Relation R in einer Menge M ist transitiv, wenn fir allex, y, z1 M gilt:
xRyUyR2z P xRz

Bsp. 1: M = Menge aler Geraden einer Ebene .

R ="ist parallel zu" (@llbUb|lc)P allc
Bsp. 2: M=N

R ="ist kleiner as" (a<bUb<c)b a<c
Gegenbsp.: M = Menge aler Menschen

R ="ist per Du mit" xRyUyR2) B xRz
reflexiv

Eine Relation R in einer Menge M ist reflexiv, wenn fur dlex T M gilt:
X Rx
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Bsp. 1: M = Menge aler Geraden einer Ebene

R ="igt paralel zu" alla
Bsp. 2: M=N

R ="ist gleich" a=a
Gegenbsp.: M=N

R ="ist kleiner as" at a

Aquivalenzrelation

Eine Relation R in einer Menge M heisst Aquivalenzrelation, wenn sie symmetrisch, transitiv und reflexiv ist.
Beispiel: Gleichheitsrelation

Eine Menge M, in der eine Aquivalenzrelation R besteht, heisst Aquivalenzklasse.
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Vektoren

Auf der Seite 3 wurde der Vektor bereits als gerichtete
Strecke eingeftihrt. Zur genauen Definition wollen wir
aber etwas weiter ausholen. Wir betrachten die
Verschiebung (Trandlation) einer Figur, z.B. enes
Vielecks:

Jeder Punkt dieser Figur wird um dieselbe Strecke in
derselben Richtung verschoben. Diese Tranglation
kann durch die Verschiebungspfeile beschrieben
werden. Alle diese Pfeile sind gleich lang und haben
dieselbe Richtung. Die Menge aler
Verschiebungspfeile mit gleicher Lange und gleicher
Richtung bildet bezuglich der Relation "ist gleich lang
und gleichgerichtet” eine Aquivalenzklasse.

Definition

Ein Vektor ist eine Menge (eine Aquivalenzklasse) von Pfeilen, die eine bestimmte Lange und eine bestimmte
Richtung besitzen.

Jeder Pfeil aus dieser Menge ist ein Reprasentant des Vektors, d.h. man kann aus jedem Pfeil den gesamten Vektor,
also die Menge von Pfeilen erzeugen.

Darstellung im Koordinatensystem (Orthonormal system)

Da ein Vektor aus einem Représentanten, also aus
einem einzigen Pfeil erzeugt werden kann, genlgt es,
bei der Darstellung im Koordinatensystem einen Pfeil
zu betrachten.

Durch Verschiebung des Pfeiles konnen alle anderen
zum Vektor gehodrigen Pfeile gewonnen werden. Bei
so einer Verschiebung éandern sich aber die
Koordinatendifferenzen zwischen Anfangs- und
Endpunkt des Pfeiles nicht. Diese
Koordinatendifferenzen sind charakteristisch fir den
Vektor, sie werden as Komponenten des Vektors
bezeichnet. Meist werden die Komponenten des
Vektors vertikal aufgeschrieben.

o _ B0
a= L
5

Haufig werden statt der Achsenbezeichnungen x, y, z
bei den Vektoren die Komponenten numeriert, al so:

8
Syl

Dies hat den Vorteil, dass man bei Vektoren in
hoheren Dimensionen keine Schwierigkeiten bel der
Bezeichnung bekommt, z.B. n-dimensionaler Vektor:

SO0
&.I. .I
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Addition
Gegeben sind die beiden Vektoren 2 und B. ﬂ

Als Summenvektor wird jener Vektor definiert, den

man erhdlt, wenn man B mit seinem Anfangspunkt an b,
der Spitze von A ansetzt. Der Summenvektor ¢ wird
vom Anfangspunkt des ersten Vektors (®a) zum
gnd%unkt des zweiten Vektors (\o(b,® )) gezogen. a,
c=a+
—
X

Vektoren, welche mit Komponenten gegeben sind, kann man addieren, indem man ihre Komponenten adddiert.

Die Addition von Vektoren ist kommutativ und assoziativ.

KG:a+h=0+% AG a+(b+@)=@+B)+¢

Der Gegenvektor
Zu einem Vektor & %ibt es den Gegenvektor (wir

bezeichnen ihn mit -a), der dieselbe Lange, aber %
genau die entgegengesetzte Richtung hat. 2%
Der Nullvektor

Bilden wir die Summe aus einem Vektor und seinem Gegenvektor, so erhalten wir etwas, das keine Lange und keine
Richtung mehr hat®Wir bleiben aber auch bei diesem Resultat bei der Terminologie der V ektorrechnung und nennen
es den Nullvektor 0.
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Subtraktion
Die Summe von zwei Vektoren ® und @ ergibt einen dritten \VVektor aB+a=%

Wir stellen jetzt die Frage, wie man woh(d bestimmen konnte, wenn die Vektoren B und B gegeben wéren. Rein
formal ist das keine Sache: @ = & - B

Die Darstellung von Y geschieht mit dem Subtraktionssymbol. Oder geschrieben al's Summe aus dem Vektor & und
dem Gegenvektor von b: =%+ (—%)

Tatsa'chlic% istd jener Vektor, den man zuB addieren
muss, um a zu erhalten. Dies aber bedeutet, dass
der Differenzvektor von & und B ist. Einen Vektor
subtrahieren heisst also seinen Gegenvektor zu
addieren.

4

d

Vektoren, welche mit Komponenten gegeben sind, kann man subtrahieren, indem man ihre Komponenten
subtrahiert.

Multiplikation mit einem Skalar

Wird ein Vektor & mit einer reellen Zahl (Skalar) k multipliziert, so entsteht ein neuer Vektor k-%. Dieser neue
Vektor k-2 hat diefol genden Eigenschaften:

Léange

Der Vektor k-3 hat die |k|-fache Lange des V ektors 9.
Richtung

Fur k>0 hat der Vektor k-3 die gleiche Richtung wie &.

Fir k<O hat der Vektor k-3 diezu & entgegengesetzte Richtung.
Fiir k=0 ist der Vektor k-% der Nullvektor.

PG —

- t
} ! 3(%>

In einem Koordinatensystem kann man einen Vektor mit einem Skalar multiplizieren, indem man seine
Komponenten mit dem Skalar multipliziert.

R%che@pregeln: ° o
kea= 8ok . k(a+ %(g =ka + k(%
ke(l +8) = (kel ) (k+1)a=ka+1%a

Linearkombination von Vektoren
Die Summe von Vielfachen von Vektoren wird al's Linearkombination dieser V ektoren bezeichnet.

® ® ® ® a1, ®
x =kja; +kya,+ ... +k,a,=a ka
i=1
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Betrag eines Vektors
Als Betrag eines Vektors |%| definieren wir seine Lange. Seine Lange kann man nach Pythagoras berechnen.

2-dimensional: ﬂ

=g+
8

Allgemeingilt: (8] :=\/&+ &+ ... +a’ a

Ortsvektoren

Eigentlich sollte man besser Ortspfeile sagen, denn yA
unter einem Ortsvektor versteht man einen Pfeil,
dessen  Anfangspunkt im Ursprung des
Koordinatensystems liegt. Da aber dieser Pfeil ebenso P(x/y)
wie jeder andere Reprasentant eines Vektors ist, wird
ohnehin der ganze Vektor mit dem Or;c@spfeil definiert.
Ortsvektoren werden in der Regel mit r bezeichnet.

Einheitsvektoren

Unter Einheitsvektoren verstehen wir Vektoren mit der Lange 1. Von Bedeutung sind die Einheitsvektoren, welche

in einem Koordinatensystem jeweils vom Ursprung zum Einheitspunkt gehen. In einem Orthonormal system stehen
. X . . . ! . . GG .

diese Einheitsvektoren je paarweise senkrech% z%elnander. Sie werden meist mit €4, €5, ... bezeichnet. Im 3-

dimensionalen Raum ist auch die Bezeichnung 1, | ,(?( gebrauchlich.

Zu einem beliebigen Vektor A erhalt man den Ei nheitsvektor, indem man A durch seinen Betrag dividiert: %a = %l

®
b ®
a
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Kongruenzabbildungen
Die Geradenspiegelung

Beispid:

Eine Geradenspiegelung an der Geraden g ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. P und P' liegen auf derselben Senkrechten zu g, sie haben
den gleichen Abstand von g und liegen auf verschiedenen Seiten von g.

Wir bezeichnen die Geradenspiegelung an der Geraden g symbolisch mit S,

Aufgabe: Konstruieren Sie das Bild zum gegebenen Parallelogramm:
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Wir koénnen feststellen, dass die Geradenspiegel ung bestimmte Eigenschaften hat. So ist z.B. das Bild einer Strecke
eine gleichlange Stecke, das Bild eines Winkels ein gleichgrosser Winkel, die Bildfléche ist gleich gross wie die
Originalflache. Wir fuhren fur die Eigenschaften der Geradenspiegelung folgende Bezeichnungen ein: langentreu,
winkeltreu, flachentreu, verhdltnistreu, geradentreu, paralelentreu. Die Geradenspiegelung hat ale diese
Eigenschaften.

geradentreu:
Eine Abbildung ist geradentreu, wenn das Bild einer Geraden wieder eine Gerade ist.

parallelentreu:

Eine Abbildung ist parallelentreu, wenn das Bild eines Parallelenpaares wieder ein Parallelenpaar ist.
winkeltreu:

Eine Abbildung ist winkeltreu, wenn der Bildwinkel gleich gross wie der Originalwinkel ist.

verhaltnistreu:
Eine Abbildung ist verhaltnistreu, wenn das Verhaltnis von Bildstrecken gleich dem Verhaltnis der entsprechenden
Originalstrecken ist.

langentreu:
Eine Abbildung ist langenteru, wenn die lange einer Bildstrecke gleich der Lange der Originalstrecke ist.

flachentreu:
Eine Abbildung ist flachentreu, wenn die Bildflache gleich gross wie die Originalfléache ist.

Weitere Eigenschaften:

Umlaufsinn gegensinnig
Original- und Bildfigur sind: kongruent
identische Abbildung SeSy
Umkehrabbildung Sy
Fixpunkte Pl g
Fixpunktgeraden g
Fixgeraden h” g
Fixkreise kMT g,1)

M. FEHR / T. BORER / H. KNOLL ver. 3.1/ 10.10.2002



. ‘ Abbildungen Geometrie-TBM

H B 20

Die Drehung

Beispidl:

Eine Drehung um den Punkt O um den Winkel a ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach folgenden

Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. P und P’ liegen auf demselben Kreis um O. Die Strecken
OP und OF schliessen den Drehwinkel a ein. Ist a positiv, so erfolgt die Drehung gegen den Uhrzeigersinn, ist

a negativ, so erfolgt die Drehung im Uhrzeigersinn.

Wir bezeichnen die Drehung um den Punkt O um den Winkel a symbolisch mit Dg ,.

ver. 3.1/ 10.10.2002
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Aufgabe: Konstruieren Sie das Bild zum gegebenen Parallelogramm (Drehwinkel a):
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Die Punktspiegelung

Beispidl:

Eine Punktspiegelung am Zentrum Z ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. P und P’ liegen auf derselben Geraden durch Z, sie haben
den gleichen Abstand von Z und sie liegen auf verschiedenen Seiten von Z.

Wir bezeichnen die Punktspiegelung am Zentrum Z symbolisch mit S;.

Aufgabe: Konstruieren Sie das Bild zum gegebenen Parallelogramm:
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Die Parallelverschiebung

Beispidl:

Eine Parallelverschiebung um den Vektor % ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. Setzt man den Verschiebungsvektor% inPan, soliegt P
in der Pfeilspitze

®
Wir bezeichnen die Parallelverschiebung um den Vektor a symbolisch mit V€.

Aufgabe: Konstruieren Sie das Bild zum gegebenen Parallelogramm:

D
A
C
B

®
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Die Schubspiegelung

Die Schubspiegelung ist eine Verkettung von einer Parallelverschiebung und einer Geradenspiegelung, wobei der
Verschiebungsvektor parall zur Spiegel achse verlauft.

Beispidl:

e
C

N
»®

A"

Wieleicht zu sehen ist, ist die Schubspiegelung kommutativ, d.h. bei Vertauschen der Reihenfolge der Abbildungen
erhdlt man dasselbe Resultat (Sy° V& = V& ° §y).

Verkettung von Abbildungen

Werden Abbildungen hintereinander ausgefuhrt, d.h. wird von einer Figur durch eine erste Abbildung ein Bild
hergestellt und das Bild durch eine zweite Abbildung abgebildet, so kann man fragen, welche Abbildung das
Original direkt auf das endglltige Bild abbilden wirde. Das hintereinander Ausfihren von Abbildungen heisst
"Verketten" von Abbildungen.

Die Menge der Kongruenzabbildungen

Alle Abbildungen, welche Form und Grdsse von Figuren unveréndert lassen, d.h. ale Geradenspiegelungen,
Drehungen, Punktspiegelungen, Parallelverschiebungen und al ihre Verkettungen bilden die Menge der
K ongruenzabbildungen.

Jede beliebige gegensinnige Verkettung von Kongruenzabbildungen kann durch eine einfache Schubspiegelung
dargestellt werden (ohne Beweis).

Jede gleichsinnige Verkettung von Kongruenzabbildungen kann durch eine Drehung oder eine Verschiebung
dargestellt werden (ohne Beweis).
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Ahnlichkeitsabbildungen
Die zentrische Streckung
Beispid:

k=3

Eine zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streckfaktor k ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst
nach folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. P und P liegen auf derselben Geraden durch Z. Der
Abstand des Punktes P von Z ist das |k|-fache des Abstandes des Punktes P von Z. Ist k positiv, so liegen P und P
auf der gleichen Seite von Z, ist k negativ, so liegen P und P’ auf verschiedenen Seiten von Z.

Wir bezeichnen die zentrische Streckung am Zentrum Z mit dem Steckfaktor k symbolisch mit Zz ..

Aufgabe: Konstruieren Sie das Bild zum gegebenen Parallelogramm mit k = % :
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Die Streckspiegelung (Klappstreckung)

Die Streckspiegelung ist die Verkettung einer zentrischen Streckung mit einer Geradenspiegelung, wobei das
Streckzentrum Z auf der Spiegelachse g liegt (Zzy © S, Z1 Q).

Wieleicht zu sehen igt, ist die Streckspiegelung kommutativ.

Die Drehstreckung

Die Drehstreckung ist die Verkettung einer Drehung und einer zentrischen Streckung, wobel das Streckzentrum Z
mit dem Drehpunkt O zusammenféllt. (Dz 5 © Zz ).

Wieleicht zu sehen it ist die Drehstreckung kommutativ.
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Die Menge der Ahnlichkeitsabbildungen

Die Menge aller Kongruenzabbildungen, aller zentrischen Streckungen und aller Verkettungen dieser Abbildungen

bildet die Menge der Ahnlichkeitsabbildungen.

Jede Ahnlichkeitsabbildung kann entweder als eine Streckspiegelung oder als eine Drehstreckung dargestel It werden

(ohne Beweis).

Eigenschaften S, Doa Sz Ve Zzk
geradentreu ja ja ja ja ja
parallelentreu ja ja ja ja ja
winkeltreu ja ja ja ja ja
verhdtnistreu ja ja ja ja ja
langentreu ja ja ja ja nein
flachentreu ja ja ja ja nein
Umlaufsinn gegensinnig | gleichsinnig | gleichsinnig | gleichsinnig | gleichsinnig
Origina- und Bildfigur sind: kongruent kongruent kongruent kongruent dhnlich
identische Abbildung S¢Sy Dogr S, V% Zz1
Umkehrabbildung S, Do.a Sz V& Z7 1k
Fixpunkte Pl g 0 Z y
Fixpunktgeraden g

Fixgeraden h~ g 9. (21 9 glla 9. (21 9
Fixkreise k(M1 g, k(O,r) k(Z,n
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Ortslinien
Mittelsenkrechte

Die Mittelsenkrechte einer Strecke ist die Menge aller
Punkte, welche von den Endpunkten der Strecke
denselben Abstand haben. P

mag ={ P.PA = PB } g d

Winkelhalbierende

Die Winkelhalbierende zweier Geraden ist die Menge aler Punkte, welche von den beiden Geraden denselben
Abstand haben. Die beiden Winkelhalbierenden stehen senkrecht aufeinander.

Mittelparallele

Die Mittelparallele von zwei Paralelen ist die Menge %
dler Punkte, welche von den beiden Paralelen
denselben Abstand haben. m
*\d
9
P \d

Parallelen im gegebenen Abstand

Die Paralelen im Abstand d sind jene Geraden, welche
von der gegebenen Gerade densel eben Abstand d haben.
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Kreis

Der Kreis ist die Menge aler Punkte, welche vom
Mittel punkt denselben Abstand haben.

k={P1/zMP =r}
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Das Dreieck

Das Dreieck ist ein geschlossener Streckenzug aus drei Strecken.

A

Winkel am Dreieck

Innenwinkd a, b, g

Aussenwinkel a;=a, by =b, 1=

Innenwinkelsatz: Die Summe der Innenwinkel am Dreieck ist 180°.

Aussenwinkelsatz: Die Summe der Aussnwinkel am Dreieck ist 360°.

Ausserdem gilt: Jeder Aussenwinkel ist gleich der Summe der beiden nicht anliegenden Innewinkel.

Dreiecksarten

spitzwinkelig stumpfwinkelig rechtwinkelig
gleichschenkelig gleichseitig
b b a a
b b
c c a

Beziehungen zwischen den Dreiecksseiten

Die Summe von zwei Seiten ist immer grosser as die dritte Seite.
atb>c b+c>a c+a>b

Die Differenz von zwel Seiten ist immer kleiner as die dritte Seite.
[a-bl<c b-cl<a c-a<b

Beziehungen zwischen Seiten und Winkel

Der grossere Winkel liegt der grosseren Seite gegentber.
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Hohen

Unter den Hohen eines Dreiecks versteht man den Abstand eines Eckpunktes von der gegeniiberliegenden Seite. Die
Hohen schneiden sich in einem Punkt, dem Hohenschnittpunkt H.

C

Mittelsenkrechten und Umkreis

Die Mittelsenkrechten des Dreiecks schneiden sich im Umkreismittelpunkt. Der Umkreismittelpunkt hat von den
Eckpunkten des Dreiecks denselben Abstand.

C
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Winkelhalbierende und Inkreis

Die Winkelhalbierenden des Dreiecks schneiden sich im Inkreismittelpunkt. Der Inkreismittelpunkt hat von den
Dreiecksseiten denselben Abstand.

Ankreise

Es gibt vier Kreise, welche die Dreiecksseiten, bzw. ihre Verléangerungen beriihren. Es sind dies der Inkreis und die
drel Ankreise.

Seitenhalbierende und Schwerpunkt

Die Seitenhalbierenden des Dreiecks verbinden jeweils die Seitenmitte mit dem gegentiberliegenden Eckpunkt. Sie
schneiden sich in einem Punkt, dem Schwerpunkt S. Die Seitenhal bierenden heissen auch Schwerlinien.
C

Der Schwerpunkt teilt die Schwerlinien im Verhdltnis
1:2.

A

M. FEHR / T. BORER / H. KNOLL ver. 3.1/ 10.10.2002



. ‘ Dreieck Geometrie-TBM

H B 33

Kongruenzsatze fir Dreiecke

Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie
1. inallendrei Seiten Ubereinstimmen.
2. inzwe Seiten und im eingeschlossenen Winkel Ubereinstimmen.
3. inzwe Seiten und im der grésseren Seite gegeniiberliegenden Winkel Ubereinstimmen.
4. ineiner Seite und in zwei gleichliegenden Winkel Ubereinstimmen.

Begrundung:

Zwei kongruente Dreiecke kénnen durch eine K ongruenzabbildung aufeinander abgebildet werden. Wenn z.B. zwei
Dreiecke in zwei Seiten und im der grésseren Seite gegeniiberliegenden Winkel Ubereinstimmen (s. Abb. unten),
kann man durch eine Geradenspiegelung, eine Parallelverschiebung und eine Drehung das eine Dreieck auf das
andere abbilden. Die dritte Seite muss zwangsléufig auch zur Deckung kommen.

Al

Ahnlichkeitssatze fir Dreiecke

Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn sie
1. imVerhdltnisaler drei Seiten Ubereinstimmen.
2. imVerhdtnisvon zwei Seiten und im eingeschlossenen Winkel Ubereinstimmen.
3. imVerhdltnisvon zwei Seiten und im der grosseren Seite gegentiberliegenden Winkel
Ubereinstimmen.
4. inzwel Winkel Ubereinstimmen.

Um &hnliche Dreiecke aufeinander abzubilden, muss man eventuell noch eine zentrische Streckung ausfiihren. Die
Begriindung der Ahnlichkeitssétze fiir Dreiecke verlduft analog zur Begriindung der Kongruenzsitze.
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Dreieckskonstruktion

Es gibt vier Grundaufgaben fur die Dreieckskonstruktion. In jedem Fall soll zunéchst eine Angabenskizze (mit den
gegebenen Stiicken farbig) gezeichnet werden. Dann wird ein Konstruktionsplan entworfen, welcher an einer
Konstruktionsskizze geprift wird. Die Konstruktionsskizze soll freithéndig gezeichnet werden. Zuletzt folgt die

genaue Konstruktion.

1.  Gegeben sind 3 Seiten
Angabenskizze: Konstruktionsskizze:

C
<
N\ o
A c B

Konstruktionsplan:
1 c=AB [ 15
2. ky(Ab)CkyB,a)® C

2. Gegeben sind 2 Seiten und der eingeschlossene Winkel.
Angabenskizze: Konstruktionsskizze:

C
C
b a
A ¢
A c B 73

Konstruktionsplan:
1. c=AB }/ ’ ,’§
2. ainA

3. Kk(Ab) C freier Schenkel vona ® C

3. Gegeben sind 2 Seiten und der der grdsseren Seite gegenuiberliegende Winkel.

Angabenskizze: Konstruktionsskizze:
C
A C
A c B
K onstruktionsplan: }g
1. a=BC
2. ginC

3. Kk(B,c) C freier Schenkel vong® A
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4.  Gegebensind 1 Seiten und 2 Winkel.

Angabenskizze:
Cc

b a

a

A C B

Konstruktionsplan:

c=AB

ainA

P1 fr. Schenkel v. a
ginP

g || fr. Schenkel v.g, BT g
g C fr. Schenkel v.a ® C

oA wWhNPE

Konstruktionsskizze:

Jede Dreieckskonstruktion kann auf einen dieser 4 Falle zurtickgef iihrt werden.

Beispiel:
geg.: Dreieck, ¢, a, wy,

Angabenskizze:
C

AN

A
Konstruktionsplan:
1. c=AB
2. ainA
3. k(B,wy) C fr. Schenkel v.a ® D, D'
b.
4. 5inB
5. fr. Schenkel v. 2 G fr. Schenkel v. a

® CC

Konstruktionsskizze:
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Das gleichschenkelige Dreieck
gleich lange Schenkel
gleiche Basiswinkel

Die Mittelsenkrechte der Basis geht durch den
Scheitel (C) und halbiert den Scheitelwinkel.

achsensymmetrisch bezliglich der Mittelsenkrechten
der Basis.

A

Das gleichseitige Dreieck
alle Seiten gleich lang

Hohen, Mittelsenkrechten, Winkelhalbierende und
Seitenhalbierende fallen zusammen.

Hohenschnittpunkt = Inkrei smittel punkt =
Umkreismittel punkt = Schwerpunkt

3 Symmetrieachsen

a

Das rechtwinkelige Dreieck

Hypotenuse
A c B

a und b sind Komplementwinkel
Satz von Thales

Jedes Uber dem Kreisdurchmesser erichtete Dreieck mit dem dritten Eckpunkt auf der Kreislinieist rechtwinkelig.

Bewes:

DMAC ist gleichschenkeligb g, =a
DMBC ist gleichschenkeligh g =b
Innen-Aussenwinkel satz:
di=b+g=2b=2g,

d=a+g =2a=2g

180° = d; + dp= 2, + 20

9=0i+g=90°
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Das Viereck

Das allgemeine Viereck

ac Grundseiten (parallel)

Das gleichschenkelige Trapez

Das Drachenviereck

D
b

Seitena, b, ¢, d
Diagonalen g, f
Die Winkelsummeim Viereck ist 360°.

Bewels: Zerlegen in zwei Teildreiecke mit jeweils der
Winkelsumme 180°

5 Bestimmungsstiicke

h Hohe

e f Diagonalen
m Mittellinie

a +d=180°

b +g=180°

4 Bestimmungsstiicke

achsensymmetrisch beziiglich der Mittelsenkrechte
der Grundseiten

Umkreis

3 Bestimmungsstiicke

Das Drachenviereck entsteht, wenn ein Dreieck an
einer Seite gespiegelt wird.

Je zwei Seiten sind gleich lang.

2 gleiche Winkel

Die Diagonale e halbiert die Diagonalef.

Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander.
1 Symmetrieachse

3 Bestimmungsstiicke

M. FEHR / T. BORER / H. KNOLL
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Das Parallelogramm

Das Paralelogramm ist ein Trapez, bei dem je zwei
gegentuiberliegende Seiten parallel sind. Sie sind damit
auch jeweils gleich lang.

a +b=180°

Die Diagonalen habieren einander.

2 Hohen, hy, h,

Punktsymmetrisch beziiglich M
3 Bestimmungsstiicke
Der Rhombus (Die Raute)

Der Rhombus ist ein Parallelogramm mit gleich
D a C langen Seiten.

Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander.
Die Diagonalen halbieren die Winkel.
e Inkreis

2 Symmetrieachsen

A a B 2 Bestimmungsstiicke

Das Rechteck

Das Rechteck ist ein Paralelogramm mit rechten

D a C Winkeln.
gleich lange Diagonalen
d d
b b Umkreis
achsensymmetrisch zu den Mittellinien der Seiten
A a B 2 Bestimmungsstiicke

Das Quadrat

D a C Das Quadrat ist ein Rechteck mit gleich langen Seiten
oder ein Rhombus mit rechten Winkeln.

d d Inkreis
Umkreis

4 Symmetrieachsen

1 Bestimmungsstiick
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Der Kreis

Definition

Der Kreis ist die Menge dler Punkte, welche vom

Mittelpunkt M denselben Abstand r haben.

k:{Pl/zMP :r}

r = Radius

2r = d = Durchmesser

r Radius
A d Durchmesser
s Sehne

B

Kreisbogen ¢

Kreissektor

Kreissegment

Kreis und Sehne

A

I\

g Sekante

z Zentrale
t Tangente
p Passante

©

konzentrische Kreise exzentrische Kreise

Die Mittelsenkrechte der Sehne geht durch den
Kreismittelpunkt und halbiert die zur Sehne
gehorenden Kreisbdgen.

Die Mittelpunkte aller gleich langen Sehnen liegen auf
einem zum gegebenen Kreis konzentrischen Kreis.

M. FEHR / T. BORER / H. KNOLL
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B B
t t P

r

Kreis und Tangente

Eine Kreistangente entsteht, wenn eine Sekante parallel an den Rand des Kreises verschoben wird. Dabel werden
sich die beiden Schnittpunkte der Sekante mit dem Kreis im BerUihrungspunkt der Tangente vereinigen. Ebenfalls
kann man eine Tangente erhalten, wenn eine Sekante um einen festen Punkt gedreht wird.

Die Tangente steht immer senkrecht zum Berihrradius.

Aufgabe: Im Punkt einer Kreislinie ist die Tangente zu errichten.

Konstruktionsplan:

Aufgabe: Von einem Punkt ausserhalb des Kreises sind die Tangenten an den Kreis zu legen.

Konstruktionsplan:

o1
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Kreis und Winkel

a Zentriwinkel (Mittel punktswinkel)
g Peripheriewinkel (Umfangswinkel)

Der Zentriwinkel ist doppelt so gross wie der zum selben Kreisbogen gehdrende Peripheriewinkel.

Beweis:

DAMC und DBMC sind gleichschenkelig.
b gleiche Basiswinkel.

Im Zentrum M gilt:

360° = a + (180° - 2d) + (180° - 2¢)

Mit g=d + e erhalt man;

360° =a + 360° - 2g

P a=2g

Peripheriewinkel konstruktion:

M. FEHR / T. BORER / H. KNOLL ver. 3.1/10.10.2002
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Sehnenviereck

D D

c

C C
r g

d d f

b X b
a

A a B A a B

Im Sehnenviereck gilt:  a +g=180° undb + d =180°

Tangentenviereck

c
D C
d b
r
A B
a
Im Tangentenviereck gilt: at+tc=b+d
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Zwei Kreise

Bel zwei Kreisen kann man nach den gemeinsamen Tangenten fragen. Wenn die beiden Kreise nicht ineinander
liegen, gibt es dusssere und innere Tangenten.

Konstruktion der dusseren Tangenten:

r-r
r, -1

/f% X
M, M,

Konstruktionsplan:
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Konstruktion der inneren Tangenten:

Konstruktionsplan:
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Flacheninhalt

Das Flachenmass

Zum Messen von Strecken wurde eine Masseinheit eingefiihrt, die Einheitsstrecke. Wenn wir Flachen messen
wollen, brauchen wir ebenfalls eine Masseinheit; es muss eine Einheitsflache sein. Wie diese Einheitsfléche
festgelegt wird ist eigentlich gleichguiltig. Es hat sich aber als praktisch erwiesen, eine Einheitsfléche in Form eines
Quadrates zu definieren, dessen Seiten je eine Langeneinheit messen. Soll nun eine gegebene Fléche gemessen
werden, heisst die Frage, wie oft die Einheitsflache in der zu messenden Fléche enthalten ist. Diese gewonnen Zahl
ist die Masszahl.

Zu messen ist die aufgezeichnete Flache. Als Masseinheit dient das angegebene Einheitsquadrat.

1

[ (/
\

N AN

)
|
\\_—_’ |

Durch Darliberlegen eines Rasters im Rastermass von einer Langeneinheit kann die Anzahl der auf die zu messende
Flache entfalender Einheitsquadrate oder von Teilen vonihnen relativ leicht ermittelt werden. Die dargestellt
Methode ist fir unregel mnéssige Fléchen tatséchlich eine praktikable. Fir regelméassige Fléachen wollen wir aber die
Maglichkeit haben, durch Langenmessung und Berechnung der Fléche zum Ziel zu kommen.

Flachenberechnung
Rechteck und Quadrat

Bel einem Rechteck mit den Seiten a und b kann man
entlang der Grundlinie a Einheitsquadrate legen. Die
Anzahl der Ubereinanderliegenden Reihen ist b.

b Reihen Daraus folgt fir die Gesamtzahl der Einheitsquadrate
der Wert asb. Somit kann die Rechtecksfléche durch
bestimmen der Seitenléngen und Berechnen des
Inhalts bestimmt werden.

a Hauschen
Esgilt: Agechieck = b
Fir das Quadrat (b = &) erhdlt man: Aqara = &*a= &

Parallelogramm

Wird vom gegebenen Paralelogramm das Dreieck
links entlang der Hohe abgeschnitten und rechts
angesetzt, so erhdlt man ein Rechteck mit den Seiten a
h und h, Somit ergibt sich fur die Flache des
Parallelogramms:

A#: a'ha = b’hb
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Dreieck
a
Trapez
c
h
m
a
Vielecke

Wird das Dreleck am Mittelpunkt einer Seite
gespiegelt, entsteht ein Parallelogramm, welches den
doppelten Flacheninhalt wie das Dreieck hat. Daraus
folgt fur das Dreieck:

A = Cho_ @y _ by
2 2 2

Umlagerung der Dreiecke geméss Zeichnung ergibt
ein Rechteck mit den Seiten m und h. Fir die
Trapezflache erhédlt man:

A:moh:a—zcoh

Jedes Vieleck kann in Dreiecke zerlegt werden. Durch
Messen von Seiten und Hohen und Berechnen der
Dreiecksflachen gelangt man zum Flacheninhalt des
Vielecks. Eine andere Methode ist die Einbettung in
ein Koordinatensystem.

Hier gibt es jetzt zwel Maoglichkeiten, namlich
einerseits das Vieleck durch Parallelen zu den Achsen
in Dreiecke oder Trapeze zu zerlegen, oder
andererseits ein Rechteck zu umschreiben und die
Uberschilssigen Dreiecks- oder Trapezflachen zu
subtrahieren.

A :%‘1+ +29+—+&1 6+

=625

BF(S/é)

Die Berechnung regelméssiger Vielecke und des Kreises folgt spéter.
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Flachenverwandlungen

Eine Fléachenverwandlung ist eine Abbildung einer Figur in eine flachengleiche Bildfigur. In der Regel wird eine
Flachenverwandlung keine Kongruenzabbildung sein, also Streckenldngen oder Winkel bleiben dabei nicht erhalten.
Es soll jader Flacheninhalt erhalrten bleiben.

Die Scherung

Dreiecke mit gleicher Basis und gleicher Hohe haben denselben Flécheninhalt. Welche Masse die anderen Grissen
an solchen Dreiecken haben, hat auf die Fléache keinen Einfluss. Deshalb kan man ein Dreieck in ein flachengleiches
Bilddreieck verwandeln, wenn die Basis und die dazugehtrende Hohe beibehalten werden. Eine solche Abbildung
heisst Scherung.

c" C c

A c B

Nicht nur beim Drieck ist so eine Scherung mdglich. wenn wir die Flachenformeln fir Trapeze und
Parallelogramme betrachten, sehen wir, dass auch bel diesen Figuren eine flachenerhaltende Abbildung leicht
madglich ist. Bei Paralleogramm miissen eine Grundseite und die dazugehdrende Hohe, beim Trapez die Mittellinie
und die Hohe erhalten bleiben.

Au=ashy Atrapez = a; eh

Erganzungsparallelogramme

Die eingezeichnete Diagonale zerlegt das ganze Paral-
lelogramm in zwei kongruente Dreiecke und die weis-

sen Paralelogramme ebenfalls in je kongruente
Dreiecke. Bildet man oberhalb und unterhab der
Diagonalen die Bilanz der Flachen, zeigt sich, dass die
beiden dunklen Parallelogramme  ebenfals
flachengleich sein  missen, obwohl sie nicht

kongruent sind. Daraus kann eine Methode fir die
Flachenverwandlung abgeleitet werden.

Gegeben ist in der linken Figur das dunkle Paral-
lelogramm (Grundseite a), ferner die Grundseite a' des

/ M neuen, gesuchten Parallelogramms. Wenn a
eingezeichnet ist, kann die Diagonale konstruiert
werden. Mit dem Schnittpunkt der Diagonalen mit der
rechten Begrenzung des gegebenen Parallelogramms
erhét man die Héhe der neuen Figur.

- g Y ——

- a3 —»
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Flachenséatze am Dreieck

3
F
E
G K
D
C
L
b a
q p
A
G H B

Gegeben ist das rechtwinkelige Dreieck (ABC). Uber den Katheten a und b wird jeweils das Quadrat errichtet. Das
Quadrat Uber b (ACED) wird durch Scherung in das Parallelogramm (ACFG) und dieses durch nochmalige
Scherung in das Rechteck (AHKG) abgebildet. Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass die langere Seite dieses Rechtecks ¢
misst. Aufgrund der Ubereinstimmung in zwei Winkel und einer Seite (b) sind die Dreiecke (ABC) und (CFE)

kongruent. Somit ist dso CF = c. Wird dieselbe Prozedur mit dem Quadrat Uber a vorgenommen, kommt man

auch hier zu einem flachengleichen Rechteck. Die beiden Rechtecke fiillen dann genau das Quadrat Uber der
Hypotenuse c aus.

Kathetensatz (Euklid)

Das Quadrat Uber einer Kathete hat dieselbe Fléche wie das Rechteck aus der Hypotenuse und dem zugehdrigen
Hypotenusenabschnitt.

&=pecC b?2=gec
Satz von Pythagoras
Aus den beiden Formen des Kathetensatzes ergibt sich der Satz von Pythagoras:
Z+b2=pec+gc=(p+grc=cc=c?

&+b?=¢c?
Die Summe der Kathetenquadrate ist gleich dem Hypotenusenquadrat.
Hdohensatz (Euklid)

Satz von Pythagoras und Kathetensatz in einem durch
die Hohe h abgetrennten Teildreieck angewandt
ergeben:

h?=g - p?=pec-p?=pe(c-p) = pq
h?=peq
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Strahlensatze

1. Strahlensatz

Wird ein Geradenbiischel von Parallelen geschnitten,
so verhalten sich die Abschnitte auf einer Geraden wie
die entsprechenden Abschnitte auf jeder anderen
Geraden.

a:b=c:d

2. Strahlensatz

Wird ein Geradenbiischel von Parallelen geschnitten,
so verhalten sich die Abschnitte auf den Parallelen wie
die entsprechenden, vom Scheitel aus gemessenen
Abschnitte auf einer Geraden.

3. Strahlensatz

Wird ein Geradenbiischel von Parallelen geschnitten,
so verhalten sich die Abschnitte auf einer Parallelen
wie die entsprechenden Abschnitte auf jeder anderen
Parallelen.

a:b=c:d
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Regelmassige Vielecke

Bereits am Anfang des Kurses wurde das Vieleck als geschlossener Streckenzug definiert. Ein Vieleck mit gleich
langen Seiten, welches einem Kreis eingeschrieben werden kann, heisst regelméssig. Durch Drehung um einen
bestimmten Bruchteil des Vollwinkels wird ein regelméssiges Vieleck auf sich selbst abgebildet. Bei einem Vieleck
mit n Ecken und n Seiten ist es der n-te Teil des Vollwinkels. Eine Figur, welche sich durch Drehung um den n-ten
Teil des Vollwinkels auf sich selbst abbilden lasst, heisst n-strahlig symmetrisch oder auch drehsymmetrisch. Im
folgenden werden am regel méssigen 6-Eck und am 8-Eck die Zusammenhénge gezeigt.

Beim 6-Eck gilt s5=r. Vielecke mit einer anderen Eckenzahl kann man nicht immer so leicht konstruieren. Was
aber charakteristisch ist fur ein regelméssiges Vieleck, dasist das sogenannte Bestimmungsdreieck.

Aus der Anzahl der Ecken n kann der Zentriwinkel gund der Innenwinkel a berechnet werden.
9= a =180° - g=180° - %7

Jedes dieser gleichschenkeligen Dreiecke mit dem Scheitel M ist ein sogenanntes Bestimmungsdreieck des
regelmassigen Vielecks. Ist das Bestimmungsdreieck bekannt, kann das regelmassige Vieleck gezeichnet werden.
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Wenn wir im néchsten Kapitel den Kreisumfang und die Kreisflache berechnen wollen, ist es zur Vorbereitung
gunstig, Folgen von Vielecken zu betrachten, bei denen jeweils die Eckenzahl verdoppelt wird. Ist die
Ausgangsfigur ein regelmassiges 6-Eck, spricht man von einer Sechsecksfolge, ist es ein 8-Eck, heisst siedie
Achtecksfolge. Die Abbildung zeigt den Anfang einer Dreiecksfolge, und zwar als Folge von eingeschriebenen und
ebenso al's Folge von umschriebenen Vielecken.

Wie kann aus dem Kreisradiusr und der Seite eines Vielecks s, die Seite des Vielecks mit der doppelten Eckenzahl
berechnet werden? Und wie kann man aus der Seite des eingeschriebenen Vielecks s, und dem Radius r die Seite
des umschriebenen Vielecks berechnen? Die entsprechenden Bestimmungsdreiecke fiihren zur Lésung. Berechnen
Siel

Aufgabe: geg.: r, s,
ges.: Sop, an

M

Losungen: sy, = \ 2r2- r\ 4r2 - SZ,a,=
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Kreisberechnung

Betrachtet man eine Folge von eingeschriebenen Vielecken, so kann man erkennen, dass sich mit grosserer
Eckenzahl das Vieleck in seiner Form und in seinem Umfang dem Kreis annahert. Dasselbe gilt fir die Folgen der
umschriebenen Vielecke. Speziell gilt fur den Kreisumfang, dass sein Wert sicher imm zwischen einem Umfang
eines eingeschriebenen und eines umschriebenen Vielecks liegen muss. Bei der auf der vorhergehenden Seite
aufgezeichneten Dreiecksfolge gilt also:

Us<Ug<Up<Upy<.. <UW<.. U24<U12<U6< U3

u Umfang der eingeschriebenen Vielecke
U Umfang der umschreibenen Vielecke

Fur die Umfange gilt: U, = NS,
Un=nea,

Bildet man den Quotienten aus Umfang und Durchmesser, so erhdlt man folgende Zahlenwerte:

eingeschriebenes Vieleck umschriebenes Vieleck
Anzahl Ecken n & %rj

3 2.5980762114 5.1961524227
6 3.0000000000 3.4641016151
12 3.1058285412 3.2153903092
24 3.1326286133 3.1596599421
48 3.1393502030 3.1460862151
96 3.1410319509 3.1427145996
192 3.1414524723 3.1418730500
384 3.1415576079 3.1416627471
768 3.1415838921 3.1416101766
1536 3.1415904632 3.1415970343
3072 3.1415921060 3.1415937488
6144 3.1415925167 3.1415929274
12288 3.1415926194 3.1415927220
24576 3.1415926450 3.1415926707
49152 3.1415926515 3.1415926579
98304 3.1415926530 3.1415926546
196608 3.1415926532 3.1415926536
393216 3.1415926533 3.1415926534
786432 3.1415926534 3.1415926534

Die Tabelle zeigt, dass sich der Quotient von Umfang durch Durchmesser mit steigender Eckenzahl einem ganz
bestimmten Wert ndhert, und zwar gleichglitig, ob die eingeschriebenen oder die umschriebenen Vielecke
betrachtet werden. Dieser Wert, ein sogenannter Grenzwert, ist die Kreiszahl p. Bei p handelt es sich um eine
irrationale Zahl. Alsrationale Naherung kann oft mit 3,14 oder 3,1415 oder mit%2 gerechnet werden.

Kreisumfang

Fur den Kreisumfang erhé@lt man die Formel: u=dp=2rp

Kreisflache

Die Fléche eines Bestimmungsdreiecks eines eingeschriebenen Vielecks ist Ap = —é sex. Die Fléche des
eingeschriebenen Vielecks ergibt sich dann zu: A, = neAp = 3 NesX = 3 UsX

Beim Ubergang von der Vieleckfolge zum Kreis geht x nach r und uj, nach u. Somit erhdlt man fiir die Kreisflache:
n® ¥,x® r,u,® u

A:%u-r:%er-r:er
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Kreissektor

Kreissegment

Die Bogenlange b ist ein Teil des Kreisumfangs u.
Bogenlénge und Kreisumfang verhalten sich wie der
Zentriwinkel a zum Vollwinkel. Esgilt:

o a _ rIpa
b= 2rpe3ses = 180°

b:u=a:360° b
Die Sektorflache ist ein Teil der gesamten Kreisflache.
Sektorflache und Kreisflache verhalten sich wie der

Zentriwinkel a zum Vollwinkel. Es gilt:

Asetor - Akreis = @ - 360°
_%a_m

— _a
p ASektor - r2p. 360° ~ 360° T 2

Die Fléche des Kreissegments kann aus der Flache des
Kreissektors und der Fléache des gleichschenkeligen
Dreiecks zwischen den beiden Radien berechnet
werden. Esgilt:

ASegment = ASektor - AD

Die Dreiecksflache kann nur fir einzelne Winkel ohne
die Mittel der Trigonometrie berechnet werden.
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Erganzungen

Sekantensatz, Sekanten-Tangentensatz

DPAD ~ DPCB
PA : PD = PC : PB

P PA«PB = PCePD

(Sekantensatz)

Wird die Sekante (PC) um P in die Tangente (PE) gedreht, wird aus dem Sekantensatz der
Sekanten-Tangentensatz:  PA «PB = PE

Sehnensatz, Halbsehnensatz

Wie beim Sekantensatz konnen zwei &hnliche Dreiecke beobachtet werden: DPAC ~ DPBD.
Darausfolgt: PA «PB = PC e+ PD (Sehnensatz)

Wird eine Sehne durch den Punkt P halbiert , erhdlt man den Halbsehnensatz: H -E = PD
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Innere und dussere Teilung, harmonische Teilung

Eine Strecke a= AB kann durch einen auf der Strecke liegenden Teilungspunkt C, aber auch durch einen ausserhalb
der Strecke liegenden Teilungspunkt D in einem bestimmten Teilverkéltnis k geteilt werden. Im ersteren Fall ist es
eine innere Streckenteilung, im zweiten Fall ist es eine dussere Teilung. Wird eine Strecke gleichzeitig durch einen
inneren Tellungspunkt wie durch einen usseren Teilungspunkt im selben Teilverhdtnis geteilt, heisst die Teillung
harmonisch.

Innere Teilung im Verhdltnisk = 5:3

5

3

Aussere Teilung im Verhdltnisk = 5:3

5
D
A B
Harmonische Teilunmg im Verhadtnis 5:3
5
c D
A B

3

C und D sind die harmonischen Teilungspunkte der Strecke AB
Die Strecke CD wird durch die Punkte A und B ebenfalls harmonisch geteilt. (Beweisen Sie selbst!)
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Stetige Teilung, Goldener Schnitt

Wird eine Strecke a = AB durch einen inneren Teilungspunkt C so geteilt, dass sich die gesamte Strecke zum
grosseren Teilstiick gleich wie das grossere Teilstiick zum kleineren verhdlt, liegt ein goldener Schnitt vor.

a

A X C a-X B
a:x=x:(a-x)

Wird diese Gleichung umgeformt (Addition von 1 auf beiden Seiten), erhdlt man die Form (a+ X) : a=a: x. Die
Teilung nach dem goldenen Schnitt fuhrt also dazu, dass das gréssere Teilstlick einer Strecke durch das kleinere
Teilstiick wiederum nach dem goldenen Schnitt geteilt wird. Daher heisst der goldene Schnitt auch stetige Teilung.
Die folgende Zeichnung zeigt die Zusammenhange der stetigen Teilung auf.

Konstruktion:

a=AB
kq(B,a)

g” AB,BT g

kiCg® D

M = Mgp

kM ?)

(AM) C kP E F
ksA, AE)C (AB)® C

O N~ E

2 .
Nach dem Sekanten-Tangentensatz gilt: AE « AF = AB . Mit AE = x folgt: xe(a + x) = &
Daraus kann die Proportion (a + X) : a= a: x gemacht werden. Diese Proportion zeigt aber, dass der Punkt C die
Strecke a stetig teilt.

Das regelmassige Zehneck

Der Zentriwinkel im regelméssigen Zehneck ist 36°
und die Innenwinkel messen jeweils 144°. Im
Bestimmungsdreieck des regelmassigen 10-Ecks kann
ein zum Dreieck DABM d&hnliches Dreieck DABC
eingezeichnet werden. Somit ergibt sich die
Proportion:

r:s10="510: (- S10)-

Diese Proportion ist aber genau dieselbe wie beider
stetigen Teilung. Die 10-Eckseite erhélt man als
grosseres Tellstlick des stetig geteilten Kreisradius.
Mit dem 10-Eck konnen das 5-Eck und das 15-Eck
hergestellt werden.
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Trigonometrie

Definition der Grundfunktionen

Gegeben sei ein Einheitsvektor 2 in dinem 2-dimen-
sionalen Koordinatensystem:

(@) -

Dieser Vektor wird eindeutig durch den Winkel j zur
positiven x-Achse festgelegt. Deshalb besteht eine
funktionelle Beziehung zwische% dem Winkel j und
den Komponenten e, und g, von €.

Wir definieren nun:
cos(j ) :=e, (lies: "Cosinusvonj ")
sin(j ) =¢g (lies: "Sinusvon j ")
Weiters werden noch die Tangens- und die Cotangensfunktion definiert:

tan(j ) : :;S% )) (lies: "Tangensvonj ")

_cos(j)

cot(j ) := =dn() (lies: "Cotangensvonj ")

Mit diesen Definitionen ergibt sich eine praktische Darstellung am Einheitskreis;

A y‘ VA

SRS S S
R N R

Aus den obigen Zeichnung kann man folgende Beziehung zwischen der Sinus- und der Cosinusfunktion ablesen:

sin%j ) +cos¥j ) =1 [sinj ) = (sin( )]

/y:
N

Die Funktionswerte kann man heute mit einem Taschenrechner sehr einfach bestimmen. Einzig die Funktionswerte
fur den Cotangens missen mit der Beziehung cot(j ) = :f(? )) = tanl(j) ermittelt werden. Es ist gleichzeitig zu
beachten, dass die rechte Einstellung fir das Winkelmass vorgenommen wird. In der Regel kann man Winkel im

normalen Gradmass (degree), im Bogenmass (rad) oder im Neugradmass (grad) in den Taschenrechner eingeben.
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Das Bogenmass des Winkels

Das Bogenmass misst die Lange des zum Winkel j yA
gehdrigen Bogens im Einheitskreis. Als Masseinheit
dient das rad (radiant). Es wird aber meist nicht auf-
geschrieben.

Umrechnung vom Gradmass ins Bogenmass und umgekehrt

b_ill b=j[rad] , u=2p

u- 360°
b plrad] _ i1
2p  360°
b L J red] =000 1 [°]
.. 180°.

2 il = p | [rad]

Beispidl: geg..j =210° geg..j =2rad
j =155 *210° ={prad = 3.67 rad j =8e2=114°

Die trigonometrischen Funktionen im rechtwinkeligen Dreieck

Einen praktischen Nutzen haben die trigonometrischen Funktionen fir Berechnungen am Dreieck.

.y _Sn() _ Gegenkathete .\ _ Gegenkathete
Sm(J ) ~ 1 T Hypotenuse tan(J )_ Ankathete
.\ _ C0s(j) _ Ankathete .\ _ _Ankathete
COS(J ) ~ 1 T Hypotenuse cot (J ) ~ Gegenkathete
y
o)
e @
S
\‘(\e(\\) r%
o° X
(@ W c
[}
1 o Y
sinj K o
J .
. »
COoS j Ankathete X
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Graphen der Winkelfunktionen

fR® R
f:x® y=4dn(x)

A

1r

X\ ‘ ‘ ‘ ‘ -

/ -18& 0 18 /{60 54 20 X
NG =

f.R® R
f:x® y = cos(x)
Y A
1\ AN
‘ 0 : : : : : i
-180 180 360 540 720 x
-1 -
f: R{90°+k-180° ki Z} ® R
f:x® y=tan(x)
y A
1,,
‘ ; ; ‘ ; ‘ : ‘ ; -
aso /19 0 180 0 /360 1 /Ba0 1 /720 X

f: R{k-180° ki Z} ® R

f:x® y=cot(x)
: y : : : :
; 1\ \ \ ; ;
N NN N e
-180 10 \180 \3@0 \540 720 X

Die Winkelfunktionen sind periodische Funktionen. Bei der Sinus- und der Cosinusfunktion ist die Periodenldnge
360° bzw. 2p, d.h. y(x+360°) = y(x) bzw. y(x+2p) = y(x). Bei der Tangens- und der Cotangensfunktion ist die

Periodenlénge jeweils 180° bzw. p, d.h. y(x+180°) = y(X) bzw. y(x+p) = y(X)).

ver. 3.1/10.10.2002
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Berechnungen mit dem Taschenrechner

Die Berechnung der Werte der Grundfunktionen bietet keine Schwierigkeiten. Bei den Werten der Umkehrfunktion
ist es etwas komplizierter. Das Problem liegt darin, dass der Taschenrechner bei gegebenem Winkelfunktionswert
nur einen Winkel als Ergebnis liefert. Fur praktische Probleme sind aber oft mehrere Ldsungen zu berechnen. Die
zusétzlichen Ldsungen miissen also extra berechnet werden.

In den folgenden Beispielen werden alle Lésungen im Intervall [0,360°] gesucht.
sin(x) =-0.2 I, 1V (zuerst die moglichen Quadranten bestimmen!)
TR: X1 =-11.54° oder -11.54° + 360° = 348.46°
Xo=180° - x; = 191.54°
cos(x) =0.3 [, IV
TR: X1 = 72.54°
X5 =360° - X, = 360° - 72.54° = 287.46°

tan(x) = -5 I, IV
TR: X1 =-78.69° oder -78.69° + 360° = 281.31°

X, = X4 + 180° = -78.69° + 180° = 101.31°
cot(x) =3 [, Il

Da die Cotangensfunktion nicht am Taschenrechner verfligbar ist, muss man den Cotangenswert zunéchst in einen
Tangenswert verwandeln:

COt(X) = g = 3
tan(x) = %
TR: X1 =18.43°

X, = X, + 180° = 18.43° +180° = 198.43°
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Sinussatz
Durch eine Hohe (z.B. he) wird ein Dreieck in zwei rechtwinkelige Dreiecke zerlegt.
Esgilt dann:

sin(a) = ® he=besin(a)
sin(b) =" ® hc=assin(b)

besin(a) =aesin(b)
sin@) _ sin(b)
a b

oder algemein:
sin(a) _ sin(b) _ sin(9)

a b c

Cosinussatz
cos(g) =3 ® X = ascos(Q)
h +x2= & ® ho=a2- x2
(b-x)2+hi=c?

b2-2bx + X2+ &2- 2= 2
2= a2+ b2- 2abecos(g)

Der Cosinussatz ist eine Veralgemeinerung des
Satzes von Pythagoras.

Dreiecksberechnungen

Sinus- und Cosinussatz dienen vor alem fir Berechnungen von Dreiecken. Bekanntlich ist ein Dreieck definiert,
wenn 3 Bestimmungsstiicke gegeben sind. Es gibt nun vier grundsétzlich verschiedene Situationen: es kénnen a) 3
Seiten, b) 2 Seiten und der eingeschlossene Winkel, ¢) 2 Seiten und der der grésseren Seite gegentiberliegende
Winkel und d) 1 Seite und 2 gleichliegende Winkel gegeben sein. Der Fall, dass 2 Seiten und der der kleineren Seite
gegentiberliegende Winkel gegeben ist, fihrt sofern tberhaupt, nicht zu einer eindeutigen Lésung. In den Féllen a)
und b) beginnt man zweckmassigerweise jeweils mit einem Ansatz mit dem Cosinussatz, in den Féllen c) und d)
bietet der Sinussatz den geeigneten Ansatz. Da sich jedes beliebige Vieleck in Teildreiecke zerlegen lasst, kénnen
wir natlrlich bei genligender Anzahl von Bestimmungsstiicken jedes Vieleck berechnen.

Flacheninhalt des Dreiecks

Wird z.B. die Hohe hy, aus a und g berechnet, erhélt man eine einfache Formel fir die Flache des Dreiecks:

sin(g ="® b hy=asin@ P F=3beh,=3absin(g)
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Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen

Es sollen Formeln entwickelt werden, mit denen Winkelfunktionen mit der Summe, der Differenz, den Vielfachen
oder den Teilen von Winkeln in Terme mit einfachen Winkelfunktionen Ubergefuhrt werden, ebenso Formeln,
welche Summenterme von Winkelfunktionen in Produkte Uberfiihren.

Summe und Differenz von Winkeln

sin(a = b), cos(a £ b), tan(a = b), cot(a + b)

/1A 5/

b a+b
a . . 1 >
Ol cos@tb) A B PDEC=a weil DOAC ~ DECD
(1) cos(a +b)=0A (DOAE)
(2) cos(a)=24 (DOAC) b OA = OCecos (a)
(3) cos(b) = OC + CD (DODE) b OC = cos (b) - CD
(4) tana) = 5o (DCDE) b CD =tan(a)+sin(b)
(5) tan(a) = %ﬁ (DOAC) b AC= QA tan(a) = cos(a+ b)etan(a)
(6) cos(a) =20 (DCDE) b ce=30

cos(a +b) = OCrcos(a) = (cos(b) - CD)cos(a) = (cos(b) - tan(a) sin(b))cos(@) = (cS(b) - seam SN(B))cOS(@) =

_ (cos(a) cos(b) - sin(a) sin(b))cos(a)
- cos(a)

=cos(a) cos(b) - sin(a) sin(b)

sin(@ +b) =AC+ CE=cos(a +b) tan(a) + sz = (08 (a) cos (b) - sin(@) sin(b))e) + eapy =
_ sin(a) cos(a) cos(b) - sinz(a) sin(b) +sin(b) _ sin(a) cos(a) cos(b) + sin(b)(1 - sinz(a)) _ ssi(a) cos(a) cos(b) +sin(b) cosz(a)_
- cos(a) - cos(a) - cos(a) -

=sgin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

Ersetzt man in den obigen Gleichungen jeweils b durch (-b), so erhdlt man:
cos(a - b) = cos (a) cos (b) + sin(a) sin(b)
sin(a - b) = sin(a) cos (b) - cos(a) sin(b)

sin(a £b)_ sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) _ tan(a) + tan(b)
cos(@a £b) ~ cog(a) cos(b) ¥ sin(a) sin(b) 1F tan(a) tan(b)

tan(a £ b) =

Setzt man fur b = a, so erhé@lt man Formeln fur den doppelten Winkel:

sin(2a) = 2 sin(a) cos(a)
cos(2a) =cosqa) - sinfa) =1-2sinfa) =2cosXa) - 1 @)
tan(2a) = 2@
1- tanz(a)
Formeln fir den halben Winkel lassen sich aus der Gleichung (7) entwickeln. Ersetzt man a durch%1 so erhalt man:

cos(a) =1- 25in2(2)= Zcosz(g)— 1

Durch Umformen ergibt sich:

in(1)- T
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cos(3) = /5P

Fir den Tangens des halben Winkels kann man die vorhergehenden Terme dividieren:

a\ _ ,a ll—cos(a)_l—oos(a)_ sin(a)
tan(i)_— l+cos(a) ~ sin(@) ~ 1+cos(a)

Aus den Formeln fir sin(a + b) und cos(a + b) kénnen wir jetzt Formeln fir die Summe und Differenz von
Winkelfunktionen herleiten:

sin(a + b) =sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)
sin(a - b) =sin(a) cos (b) - cos(a) sin(b)
sin(a +b) +sin(a - b) =2sin(a) cos(b)
sinfa +h) -sin(a - b) =2 cos(a) sin(b)

g =a+b

d :=a-b
g+d =2a
g-d =2b

sin@ + sin(@) = 2.sin(%-Ycos(%5)

sin(g) - sin(d) = 2 COS(%) 9”(%d)

Auf ahnliche Weise erhalt man folgende weiteren Formeln:
cos(@) + cos(d) = 2 cos(%5 ) cos(%5 )

cos(g) - cos(d) = - 2 3”(%)9”(97-3

In den verschiedenen Formelsasmmlungen sind weitere praktische Gleichungen zum Umformen von
trigonometrischen Termen verzeichnet.
Goniometrische Gleichungen

In goniometrischen Gleichungen kommen Winkelfunktionsterme der Variablen vor. An einem Beispiel soll eine
L 6sungsstrategie demonstriert werden:

tan(x) -%sin(Zx) = Cosl(x) 1. gleiche Winkel (hier: Entscheidung fur x)
b= sin(x) cos(X) =g
sin(x) - sin(x) cos4x) =1
sin(x)(1-cosAx)) =1 2. gleiche Winkelfunktion (hier: Sinus)
sin(x) sind(x) =1
snd(x) =1
sin(x) =1
x =5 3. Validierung?
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Sinuskurven

Trigonometrische Funktionen konnen verschoben, gestreckt und gestaucht werden. Wie sieht dann die
Funktionsgleichung aus?

Verschiebung:

Wird die Kurve gegeniiber ihrer urspriinglichen Lage y A
in x-Richtung um Xq nach rechts verschoben, so kann

man dies auch so auffassen, dass das A
Koordinatensystem um denselben Betrag nach links y
verschoben wird, d.h in der neuen Kurvengleichung R P(xly)
muss der Funktionswert an der Stelle (x - xg) statt an :
der Stelle x berechnet werden.

Ebenso kann man ene Verschiebung in y-Richtung :
um y vornehmen. In der Kurvengleichung wird dann I

y durch (y - yo) ersetzt. Xo X
o
<
X® X-Xg Verschiebung der Kurve nach rechts: x, > 0, nach links: X< 0
Yy® y-Yo Verschiebung der Kurve nach oben: y,> 0, nach unten: y<0

Fur eine Sinuskurve ergibt sich dann:
Y - Yo = sin(X - Xg)
Strecken und Stauchen in y-Richtung:

Wir wollen einmal eine Sinuskurve in y-Richtung mit dem Faktor 2 strecken, d.h. jeweils den y-Wert verdoppeln
Um dies zu erreichen, muss man das sinx mit 2 multiplizieren. Der gosste Ausschlag der Kurve ist dann nicht mehr
1 sondern 2. Man nennt diesen grossten Ausschlag die Amplitude.

Allgemein gilt: Ein Faktor vor dem sin(x) gibt die Amplitude an, d.h. den grossten Ausschlag nach oben und unten.
y = assin(x) [l = Amplitude

Strecken und Stauchen in x-Richtung:

Wollen wir die Kurve in x-Richtung z.B. mit dem Faktor 2 strecken, sodass also die Periodenldnge von 2p auf 4p

vergrossert wird, missen wir den Winkel x halbieren. Also: y = sin(% x)

2_
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Dies ist einfach zu sehen, wenn wir z.B. den Hochpunkt, der bei der Originalkurve bei g liegt, betrachten. Bei der
gesteckten Kurveist er bei p zu finden, d.h. um bei der neuen Kurve bei p einen Hochpunkt zu erhalten, miissen wir
den Funktionswert bei der Halfte von p, also bei 5 berechnen.

Allgemein gilt: y = sin(kex)

Der Faktor k verandert die Periodenlénge der Kurve, und zwar so, dass die neue Kurve eine Periodenlénge vonﬁ -tel
der alten betrégt. Also: Periodenlange = %I

Werden nun alle Beinflussungsmdglichkeiten zusammengenommen, erhalten wir die allgemeine Gleichung fir eine
Sinuskurve:

Y - Yo = assin(k(x - Xo)

Amplitude al

Periodenlénge %I

Verschiebung  inx-Richtung:  Xq
iny-Richtung:  yq

Was hier fur Sinuskurven gesagt wurde, gilt natiirlich entsprechen auch fir die anderen Winkelfunktionen.

An einem Beispiel soll das Zeichnen von Sinuskurven erl&utert werden:
y=2sn(3x-p) =2 sin(3(x g))
Verschiebung:  Xo=3 =60° nachrechts ® Startpunkt einzeichnen

Periodenlénge: %9 =120° Vom Startpunkt ausgehend Abschnitte von je einer
Periodenlénge einzeichnen.

Amplitude: Begrenzungslinien nach oben und unten einzeichnen.

I T T T T T

Startpunkt

Jetzt ist es nicht mehr schwierig, die ganze Kurve schnell und recht genau zu skizzieren.
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Uberlagerung von Sinuskurven

Gegeben sind zwel Sinuskurven. Es soll nun die Summenfunktion gebildet werden.

Beispid:

y1=sin (2(x J3))

Yo = 23in(§x)
3,,

-3t

Uberlagerung von Sinuskurven kommt z.B. beim Zusammentreffen von sinusférmigen Signalen vor. Auch
Wechselstrome im Netz unterliegen diesen Gesetzen. Das Bild zeigt die Uberlagerung der Strome von den 3 Phasen
im Nulleiter bei ungleicher Belastung der 3 Phasen.

;= 1o8in( ) = lysin(w)
I2=Iosin(j -%)=|osjn(m-%@)

|3:g|09n(j 'ésp) :glogn(v\ft' ﬂs?)

. L+ 1,41,
0 - — 1 o=wt
)

720
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Das Skalarprodukt von Vektoren (inneres Produkt)

Gegeben sind zwei Vektoren 3 und %, welche den Winkel j miteinander einschliessen. Als skalares Produkt
definieren wir:

= [al+fBl+ cos(j )

In der folgenden Zeichnung sind die beiden grundsétzlich moglichen Situationen dargestellt, die es zu betrachten
gibt, namlich dassO£j £5bzw. S £] £pgilt.

Geometrische Folgerungen

Fur j = 90° wird cos(j ) = 0 und somit auch das skalare Produkt von zwel senkrecht stehenden Vektoren.
Umgekehrt kann man fir zwei Vektoren, welche nicht gleich dem Nullvektor sind, sagen, dass sie senkrecht
zueinander stehen, wenn ihr skalares Produkt O ergibt.

ab=0 0 arb,8:651:0

Wird ein Vektor mit sich selbst multipliziert, ergibt sich das Quadrat seines Betrages:
®® _ ® o _® _®@2

a:a = [apfal cos(0%) = [apfal= (4]

Projektion

Der Ausdruck f%l cos(j ) ist ein Mass fur die Lange der Projektion des Vektors% auf den Vektor 8. Dieser Wert ist
bei stumpfem WI nkel j allerdings negativ. Die Projektion des VektorsB auf & selbst zeigtim ersten Fall in dleselbe
Richtung wie a im zweiten Fall aber in die Gegenrichtung. Die Projektion des Vektors B auf den Vektor &
bezei chnen wir mit

| - ® —
a
X ® . )

g ifBde  OLi£Bu_ (e 5 B

Tibded GEiEpp (4l H;
Rechengesetze
Kommutativgesetz:
a-b=5-%
Das Assomanvge%etz gilt nicht!
(lEES |st®1a asb)eCc en V|e|faches von c wahrend

a-(%-c) ein Vidfachesvon & ergibt.
Dlstrlbutlvg&eetz ° >

a-( +¢) = %h + 8o
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Ferner gilt:
ke(e B) = (ke®)e B =G0 (k B)
(k+1)(Re B) = ke(Be B) +1 (R B)

Das Skalarprodukt im kartesischen Koordinatensystem

Zunéchst werden die Einheitsvektoren %1, %2, %n betrachtet. Diese Vektoren stehen paarweise senkrecht
zueinander. Das skalare Produkt von zwei verschiedenen Einheitsvektoren ist deshalb immer Null. Wird ein
Einheitsvektor mit sich selbst multipliziert, so erhé@t man 1.

e® _J 1 fari=j
I ) firitj

Gegeben sind nun die Vektoren & = g Zund B = §2:
S 5 N nﬁ

Jeder dieser beiden Vektoren kann als Linearkombination der Einheitsvektoren dargestellt werden:
® ® ® ® ® ® ®
a=-a e +tae,t.. + aqenund% =b,e;+bye,+ ... +b,€e,
.. ® .
Fir 8+b gilt dann:
® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ® ®
b = (e + eyt ... +g,e ) (be,+be,+... +be,) =aerbe+ ale@}-bze + ...+ ale@}-bne@
+aeybie1 +aerhe, +... +aexb e
+ ...
® ® ® ® ® ®
+a.epbie; +aebe, +... +a.e0bpe,
® ® ® ® ® ®
—abe.e;+abr,ee5+ ... +b€1€,
+ah;€,e1 + gy €265+ ... + &b, eze,
+ ...
® ® ® ® ® ®
+ab,ee.+abe e+ ... +ab.enen

=ab;+ab,+... +ab,

Q
=a ah
i=1
Vektoren in Ebene und Raum
kollinear: Vektoren heissen kollinear, wenn sie parallel zur selben Geraden stehen.
komplanar: V ektoren heissen komplanar, wenn sie zur selben Ebene paralel verlaufen.
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Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt, &usseres Produkt)
Definition:
3 b
AG D
1 8- <?)isteinVektor(imGegen%tzzu%-(%)
2. Richtung von 2B PR

"

a, %, 8" B bildenin dieser Reihenfolge ein Rechtssystem
3. Betrag von 2B |@e)1 ! %| = Flacheninhalt A desvon & und B aufgespannten Parallelogrammes

8" B ist nur im 3-dimensionalen Raum definiert
Rechengesetze:
1 Das Kommutativgesetz gilt nicht; 2 %1% & o o
Esgiltjedoch B &=- (8" B)

2 Das Assoziativgesetz gilt nicht: @ B 21a B ®
3. Das Distributivgesetz gilt: - B+8=2"H+a"2
4, Fir beliebige Zahlen | und mgilt: 12" mb=1m@" )

Das Vektorprodukt im kartesischen Koordinatensystem

28,0 .
Gegeben sind die beiden Vektoren & und b: a= %: b=
9

Dann gilt (ohne Beweis): 2 B=0= gjjz b; - ayby
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Zweizeilige Determinanten

Eine Determinante ist ein Zahlenschema mit einem bestimmten Wert.

~~Nebendiagonale
a b | |'\aa./bi |
D= ayb, - ab
b, 4o - Ay ) 8 \bz\r
x"HauptdiagonaJe
Dreizeilige Determinanten
}f a b o ]
D=1 & b, o]
ta by ot
- Nebendiagonale
Iﬁl By Y - Zeile
[Bb o]
K'Hauptdiagonale
Spalte

Bei 3-zeiligen Determinanten kann man den Wert mittels der Regel von Sarrus berechnen:

131 by e fa b
|3Q bz o Lazl b,
Ta by o 193 by

= aybyC3 + D13 + C1aphs - Aoy - sGy3y - Cay

Produkte der Glieder in der Hauptdiagonale und parallel dazu addieren, Produkte der Glieder in der Nebendiagonale

und parallel dazu subtrahieren.

Anwendung:
Das Ve(gtorprodukt 8" B kann mit der fol genden Determinante berechnet werden:;
P ioa b I
%:1: b % bz_l_ :?aebs"'(?aebl‘*(f)(%bz'(?aebz'?alb?,' (ﬁaszbl
& bs ® ®
=T (agbs- aghy) + | (aby - auba) + K(auby - by)
aabs-ad, 0
= bl - a]_bg :
b, - ah, @

a0 220

- ®_aalg 80 aQ':Q'
wobe: & =g b= =g T R k=g
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71

Das Spatprodukt% - (% ’ %):
Esqgilt:

2B 9

o

1

& &
&F&
& L L

Beweis: B (%

o
=

& &L
&Fe
& L L

= (D03 - byGy) + ay(boacy - biCa) + ag(yC, - bycy)

"8 =ay(bas- bty + albag - bicy) + albyc, - b))

= 4b,C3 + agiCy + AhsCy - addCy - G, - b =
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Flache eines Parallelogramms

h sin(a) =

®
~ % 'bl
a x h=|b|sin(a)

®
a

= [aph = falfbpsin(a)
F2 = [afre= | apb Pesir? a = | 3PB (1 - cos¥a)) = [3ABP - [aABcos(a) = fapb R - (a+B)? = a%b2- (a-by2=
(&+ a8+ &) (b2 + b3+ b3) - (auby + ey + adba)? = @ S? + el + a3 + ao? + el + el + ol + B} + a3 - a?

@gbz - %gbs - Zalazb - 23180103 - 23,340,053 =
= (agh - ay)? + (asby - auba)? + (abp - aby?=| @’

= [apfbrsin@) =@ B
Volumen eines Spats

Ein Spat ist ein Prisma, dessen Begrenzungsflachen Parallelogramme sind.

/9|
a .
F
_k %R

cos(g)—le%—: Cos(g)_m
OFD]—|(%'C?:) dah” B undhA € ist
V= FM% B Rl
R- ik
hp=2.h
|2|%®'%|2—|%-(%'%)

v=ib’ c|ﬁ‘%| b € :|%-(%'%)|
v:f%-(% c)|:|Det(a,%, b
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. ‘ Abkulrzungen und Symbole Geometrie-TBM

H B A

Allgemeine Symbole Arithmetik, Algebra, ...
- Negation N Menge der natiirlichen Zahlen
U Konjunktion (und) No Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen
U] Disjunktion (oder) V4 Menge der ganzen Zahlen
" fur ale zt Menge der positiven ganzen Zahlen
$ esgibt ein z Menge der negativen ganzen Zahlen
b (®) Implikation (hat zur Folge) . Zg 7+ E {0}
U (« ) Aquivalenz von Aussagen (ist gleichbe- z Z E {0}

deutend mit) - Q Menge der rationalen Zahlen
" Allzeichen (fir ale) PR
$ Existenzquantor (es existiert) Q" Q. Qo Qo
= ist Bezeichnung fir R Menge der reellen Zahlen
= wird bezeichnet als R*, R’ Ro, Ro
= ist gleich C Menge der komplexen Zahlen
0 Identitét (ist identisch) + Addition
(a; b), ]a; b[ offenes Intervall - Subtraktion
[a;b]  abgeschlossenes Intervall (") Multiplikation

: Division
Mengenlehre ab aist Teiler von b
i ist Element von lal absoluter Betrag
i ist nicht Element von <,>  kleiner, grosser _
i ist Teilmenge von £ kleiner oder gleich, grosser oder gleich
E ist nicht Teilmenge von a«b aistwesentlichkleiner alsb
E ist Ubermenge von (’r?) Binomialkoeffizient
{} =@ leere Menge | -Fakultéat, Nl = 1e2e3e. ..
{x1 M: E(x)} Menge aller Elemente x aus M, welche gén gignurl; V,orr;eichen at
e s/';g'gzr;sﬁgaft E besitzen} a Summenzeichen
| R R 0 Produktzeich

AEB:={x:x| Aoderx| B} odutzaichen
C Durchschnitt Analvsis

ACB:={x:x1 Aundxi B} lim yLim Grenzwert
AB ={x1A:x1 B} Differenz dy Mes, - .
— o Differential quotient
A Komplementmenge 1y iclle Ablei
AxB :={(ab):al A,bl B)kartesisches ! partiel|e Ableitung

Produkt 0 Integral
P(M)  Potenzmenge von M g) \?:in;t\illl)irt. geht nach

Menge aller Teilmengen von M ¥ unendlich
Geometrie D,N  Differenzenoperatoren
@ kongruent
~ dhnlich
b Winkel
A ist senkrecht zu
Il ist parallel zu
®D Dreieck
g-% Skalares (inneres) Produkt von Vektoren
a b Vektorprodukt, usseres Produkt

(Kreuzprodukt) von Vektoren
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. ‘ Griechisches Alphabet Geometrie-TBM

H B C

Alpha a A
Beta b B
Gamma g G
Delta d D
Epsilon e E
Zeta z Y4
Eta h H
Theta J,q Q
Jota i I
Kappa k K
Lambda I L
My m M
Ny n N
Xi X X
Omikron 0 (0]
Pi p P
Rho r R
Sigma s S
Tau t T
Ypsilon u U
Phi j.f F
Chi c C
Psi y Y
Omega w W
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. ‘ Dreieck Geometrie-TBM

H B D

Allgemeines Dreieck: Winkelsummea + b + g=180°

Wichtige Punkte im Dreieck:

Hohenschnittpunkt H: Schnittpunkt der Hohen

Schwerpunkt S: Schnittpunkt der Seitenhalbierenden (S teilt die Seitenhalbierenden im Verhdtnis
1:2)

Umkreismittel punkt M ;: Schnittpunkt der Mittel senkrechten

Inkreismittel punkt M;: Schnittpunkt der Winkel halbierenden

Rechtwinkeliges Dreieck:

Satz von Pythagoras: c2=a+Db?
Hohensatz (von Euklid): h? = peq
Kathetensatz (von Euklid): &= peC
b?2=qec
A ‘ 8 Fléche: F= %h - %b

Gleichseitiges Dreieck:
Alle Seiten sind gleich lang, alle Winkel sind gleich gross (a = 60°).

Hohenschnittpunkt, Schwerpunkt, Umkreismittelpunkt und Inkreismittelpunkt fallen zusammen. Es gibt 3
Symmetrieachsen.

Gleichschenkeliges Dreieck:

Zwei Seiten (Schenkel) sind gleich lang. Die Winkel an der Basis sind gleich gross.

Kongruenzsatze beim Dreieck

Zwei Dreiecke sind kongruent,

1) wennsiein allen drei Seiten Ubereinstimmen.

2) wennsiein zwel Seiten und im eingeschlossenen Winkel Ubereinstimmen.

3) wennsiein einer Seite und in zwei gleichliegenden Winkeln ibereinstimmen.

4) wennsieinzwei Seiten und im Winkel, der der grosseren Seite gegeniiberliegt, Ubereinstimmen.

Ahnlichkeitssatze beim Dreieck

Zwei Dreiecke sind &hnlich,

1) wennsieim Verhdtnisaller drei Seiten Ubereinstimmen.

2) wennsieim Verhdtnisvon zwei Seiten und im eingeschlossenen Winkel Ubereinstimmen.
3) wennsieinzwe Winkel Ubereinstimmen.

4) wenn sie im Verhdltnis von zwei Seiten und im Winkel, der der grosseren Seite gegenuberliegt,
Uberei nstimmen.
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. ‘ Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen Geometrie-TBM

H B E

Geradenspiegelung: S
Eine Geradenspiegelung an der Geraden g ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. P und P' liegen auf derselben Senkrechten zu g, sie haben
den gleichen Abstand von g und liegen auf verschiedenen Seiten von g.

Drehung: Dg ,

Eine Drehung um den Punkt O um den Winkel a ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach folgenden
Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. P und P' liegen auf demselben Kreis um O. Die Strecken
OP und OF schliessen den Drehwinkel a ein. Ist a positiv, so erfolgt die Drehung gegen den Uhrzeigersinn, ist
a negativ, so erfolgt die Drehung im Uhrzeigersinn.

Punktspiegelung: S,
Eine Punktspiegelung am Zentrum Z ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. P und P’ liegen auf derselben Geraden durch Z, sie haben
den gleichen Abstand von Z und sie liegen auf verschiedenen Seiten von Z.

Parallelverschiebung: V&
Eine Parallelverschiebung um den Vektor (% ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. Setzt man den Verschiebungs/ektor% inPan, soliegt P
in der Pfeilspitze
Zentrische Streckung: Zz

Eine zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streckfaktor k ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst
nach folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P zugeordnet. P und P liegen auf derselben Geraden durch Z. Der
Abstand des Punktes P von Z ist das |k|-fache des Abstandes des Punktes P von Z. Ist k positiv, so liegen P und P
auf der gleichen Seite von Z, ist k negativ, so liegen P und P auf verschiedenen Seiten von Z.

Eigenschaften S, Doa Sz Ve Zzk
geradentreu ja ja ja ja ja
parallelentreu ja ja ja ja ja
winkeltreu ja ja ja ja ja
verhaltnistreu ja ja ja ja ja
langentreu ja ja ja ja nein
flachentreu ja ja ja ja nein
Umlaufsinn gegensinnig | gleichsinnig | gleichsinnig | gleichsinnig | gleichsinnig
Original- und Bildfigur sind: kongruent kongruent kongruent kongruent dhnlich
identische Abbildung SeS, Do g S,°S, Ve Zs4q
Umkehrabbildung Sy Do.a S, Ve Z7 1k
Fixpunkte Pl g 0 z z
Fixpunktgeraden g

Fixgeraden h~ g g, (Z1 g) gl g, (Z1 g)
Fixkreise kMT g k(O,r) K(Z.r)
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HE F
10-Eck, 56 Folgerung, 1 Mass, 7 Sekantensatz, 54
15-Eck, 56 gebrochene Linie, 2 Masseinheit, 5, 7, 45 S, 7
5-Eck, 56 gegensinnig, 19, 27 massfremd, 7 Sinus, 57
Achsen, 5 Gegenvektor, 15 massverwandt, 7 Sinussatz, 61
Addition, 15 Gerade, 3 Masszahl, 45 Spat, 72
Additionstheoreme, 62 gerade Linie, 2 Menge, 1 Spatprodukt, 71
ahnlich, 27 Geradenbiischel, 49 Messen, 7 Speer, 3
Ahnlichkeitsabbildung, 25, Geradenspiegelung, 18 Meter, 7 Spitzer Winkel, 9

27 geradentreu, 19, 27 Mittelparallele, 28 spitzwinkelig, 30
Ahnlichkeitssitze, 33 gerichtete Gerade, 3 Mittel punktswinkel, 41 Stauchen, 64
Allgemeine Symbole, 1 gerichtete Strecke, 3 Mittelsenkrechte, 28, 31 Stetige Teilung, 56
Amplitude, 64, 65 geschlossener Streckenzug, 4 Nebendiagonale, 70 Strahlensétze, 49
Angabenskizze, 34 Gestreckter Winkel, 9 Nebenwinkel, 9 Strecke, 3
Ankreis, 32 gleichschenkelig, 30 Neugradmass, 57 Strecken, 64

Aquivalenzklasse, 14
Aquivalenzrelation, 13
assoziativ, 15
Assoziativgesetz, 67, 69
aussere Teilung, 55
Axiom, 1
Berthrradius, 40
Beriihrungspunkt, 40
Betrag, 17
Beweis, 1
Beziehung, 1
Bogenmass, 58
Cosinus, 57
Cotangens, 57
Definition, 1
Determinanten, 70
Differenzvektor, 16
Dimension, 5
Distributivgesetz, 67, 69
Drachenviereck, 37
Drehstreckung, 26, 27
drehsymmetrisch, 50
Drehung, 20
Dreieck, 30, 46, 58, 61
Dreieckskonstruktion, 34
Durchmesser, 39
Ebene, 4
Eine Relation, 11
Einheitsflache, 45
Einheitskrelis, 57
Einheitspunkt, 5
Einheitsquadrat, 45
Einheitsstrecke, 45
Einheitsvektoren, 17
Element, 1
Entgegengesetzte Winkel, 10
Ergénzungsparallelogramme,
47
Euklid, 48
exzentrisch, 39
Fixgerade, 19
Fixgeraden, 27
Fixkreis, 19
Fixkreise, 27
Fixpunkte, 19, 27
Fixpunktgerade, 19
Fixpunktgeraden, 27
Fléache, 4, 72
flachengleich, 47
fléchentreu, 19, 27
Flachenverwandlung, 47

gleichseitig, 30
gleichseitiges Dreieck, 36
gleichsinnig, 27
Gleichungen, 63
Goldener Schnitt, 56
Gradmass, 57
Halbgerade, 3
Halbsehnensatz, 54
harmonische Teilung, 55
Hauptdiagonale, 70
Hoéhe, 31
Hohensatz, 48
Hohenschnittpunkt, 31
Hohenwinkel, 9
Horizontalwinkel, 9
identische Abbildung, 19, 27
Inkreis, 32
Inkrei smittel punkt, 32
innere Teilung, 55
Internationales
Einheitensystem, 7
kartesisches
Koordinatensystem, 6
Kathetensatz, 48
Klappstreckung, 26
kollinear, 68
kommutativ, 15
Kommutativgesetz, 67, 69
komplanar, 68
Komplementwinkel, 10
Komponenten, 14
kongruent, 19, 27
Kongruenzabbildung, 18, 27
Kongruenzsétze, 33
Konstruktionsplan, 34
Konstruktionsskizze, 34
konzentrisch, 39
Koordinate, 5
Koordinatensysteme, 5
Kreis, 29, 39
Kreisbogen, 39
Kreisflache, 52
Kreissegment, 39, 53
Kreissektor, 39, 53
Kreisumfang, 52
Kreiszahl, 52
krumme Linie, 2
Langeneinheit, 45
langentreu, 19, 27
Linearkombination, 16, 68
Linie, 2

Nullvektor, 15, 67

offener Streckenzug, 4

Operation, 1

Orthonormalsystem, 6, 14

Ortspfeile, 17

Ortsvektor, 17

parallelentreu, 19, 27

Parallelkoordinatensysteme,
5

Parallelogramm, 38, 45, 72

Parallelverschiebung, 23

Passante, 39

Periodenlange, 64, 65

Peripheriewinkel, 41

Pfeil, 14

Pol, 6

Polarachse, 6

Polarkoordinaten, 6

Produkt, 67

Punkt, 2

Punktmenge, 2

Punktspiegelung, 22

Pythagoras, 48, 61

Quadrat, 38, 45

rad, 58

Radius, 39

Raute, 38

Rechteck, 38, 45

Rechter Winkel, 9

rechtwinkelig, 30

reflexiv, 12

Regelméssige Vielecke, 50

regelméssiges Zehneck, 56

Relation, 1

Rhombus, 38

Sarrus, 70

Satz, 1

Satz von Thales, 36

Scheitelwinkel, 9

Schenkel, 8

Scherung, 47

Schubspiegelung, 24

Schwerlinie, 32

Schwerpunkt, 32

Sehne, 39

Sehnensatz, 54

Sehnenviereck, 42

Sehwinkel, 9

Seitenhal bierende, 32

Sekante, 39

Sekanten-Tangentensatz, 54

Streckenteilung, 55
Streckenzug, 4
Streckspiegelung, 26, 27
Stufenwinkel, 10
Stumpfer Winkel, 9
stumpfwinkelig, 30
Subtraktion, 16
Summenvektor, 15
Supplementwinkel, 10
symmetrisch, 12
Tangens, 57

Tangente, 39, 40, 43
Tangentenviereck, 42
Taschenrechner, 57
Teilverhdtnis, 55
Thales, 36

Theorie, 1
Tiefenwinkel, 9
transitiv, 12
Tranglation, 14

Trapez, 37, 46
Trigonometrie, 57
Uberstumpfer Winkel, 9
Umfangswinkel, 41
Umkehrabbildung, 19, 27
Umkreis, 31
Umkreismittel punkt, 31
Umlaufsinn, 19, 27
Ursprung, 5

Vektor, 3, 14

V ektorprodukt, 69
Verhdltnis, 7
verhdltnistreu, 19, 27
Verknupfung, 1
Verschiebung, 64, 65
Vieleck, 4, 46, 50, 61
Viereck, 37
Vollwinkel, 9
Volumen, 72
Wechselwinkel, 10
Winkel, 8, 41
Winkelarten, 9
Winkelfeld, 8
Winkelhalbierende, 28, 32
Winkelmass, 8
winkeltreu, 19, 27
Zentrale, 39

zentrische Streckung, 25
Zentriwinkel, 41
Zylinderkoordinaten, 6
p, 52
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