HTW Chur

Bau und Gestaltung, Mathematik 2, T. Borer Aufgaben 13 — 2011/12

Aufgaben 13 Lineare Abhangigkeit
Gauss-Jordan-Verfahren, Lineare Abhangigkeit/Unabhéngigkeit

Lernziele

- aus einem linearen Gleichungssystem die zugehdrige erweiterte Koeffizientenmatrix herauslesen kénnen.

- die reduzierte Stufenform einer Matrix mit dem Gauss-Jordan-Verfahren bestimmen kdnnen.

- aus der reduzierten Stufenform einer erweiterten Koeffizientenmatrix die Lésungen des dazugehdrigen linearen
Gleichungssystems bestimmen kénnen.

- beurteilen kdnnen, ob sich ein gegebener Vektor als Linearkombination anderer gegebener Vektoren ausdriicken
lasst.

- einen Vektor als Linearkombination anderer Vektoren ausdriicken kdnnen.

- beurteilen kdnnen, ob eine Menge gegebener Vektoren linear abhéngig bzw. unabhéngig ist.

- einen neuen Sachverhalt analysieren und beurteilen kénnen.

Aufgaben
13.1 Bearbeiten Sie fur das gegebene lineare Gleichungssystem die folgenden Teilaufgaben:
i) Geben Sie die erweiterte Koeffizientenmatrix an.
i) Bestimmen Sie mit Hilfe des Gauss-Jordan-Verfahrens die reduzierte Stufenform der erweiterten
Koeffizientenmatrix.
iii) Geben Sie mit Hilfe des Resultates aus ii) die Losung(en) des linearen Gleichungssystems an.
a) X1+2%,=3

X1+ X +4X3=18
3%y + 13X, + 4x3=30

b) X1+ Xp-2X3=2
X1-Xo-2%3=0
2X1+ 3%y -4%3=5

c) X1 +2X,+X3=6
X1+X2+X3='2
2X1 - 4%y - 2X3 = -6

d) 2X1+5Xy - X3 =-1
- X1 + 8%y + 8X3 - 4%, =-13
AX1 + 2%y - 16X3 + 10X, =0
Xo+X3-Xg=-1

)] X1+ 2X3-5%,=0
X1+ 4%y + 4X3- 65X, = 10
X1+ 2%, +3X3-5X4=5
AX1 + 2% + 9X3 - 20X, =5

f) 2X1- 3%, =11
-5X; + X, =-8
X1 -5X, =16

9) 2%, - 3%, =11
- 5)(1 + X, = -8
X1 -4X, =16

h) -X1+ 2%, =1
2X1 - 4%y = -2
3X1 - 6%, =-3
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13.2

13.3

134

135

|) -X1 2%+ X3=1
2X1 - 4%y - 2X3 = -1
) X+ 2X+X3=1
2X1 - 4%y - 2X3 = -2
K) Lineares Gleichungssystem aus der Aufgabe 12.12 (Statisches Gleichgewicht eines Balkens)

Zeigen Sie, dass sich jeder m-dimensionale Vektor & als Linearkombination der folgenden m Vektoren
81, &, ..., &, ausdriicken lasst:

) A

0 1

8, = 0 g,=|9 g =0
0 0 0
0 0 1

Beurteilen Sie, ob sich der Vektor & als Linearkombination der Vektoren d; und &, ausdriicken lasst.

3 -1 =3 2
al = 1 a2 = '1
2 -1

-4
o o]
2
0
b) = (1)
3
1
c) d= (2)
0
8
d &=
-7

Begriinden Sie schliissig, dass die folgenden Aussagen ber die lineare Abhdngigkeit von Vektoren wahr sind.

a) Eine Menge von Vektoren, in welcher ein Vektor ein Vielfaches eines anderen Vektors ist, ist linear
abhéngig.

b) Eine Menge von Vektoren, die den Nullvektor enthélt, ist linear abhéngig.

c) Eine Menge von Vektoren, welche eine linear abhangige Teilmenge von Vektoren enthélt, ist linear
abhéngig.

d) Jede Teilmenge einer Menge linear unabhé&ngiger Vektoren ist linear unabhangig.

e) Jede Menge von mehr als m m-dimensionalen Vektoren ist linear abhéngig.

f) Die m m-dimensionalen Vektoren &;, &,, ..., &, (siehe Aufgabe 13.2) sind linear unabhéngig.

g) Zwei oder mehr als zwei kollineare (d.h. parallel zur gleichen Gerade liegende) Vektoren sind linear
abhangig.

h) Drei oder mehr als drei komplanare (d.h. parallel zur gleichen Ebene liegende) Vektoren sind linear
abhangig.

(siehe néchste Seite)
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13.5

13.6

Papula 2: 157/13, 157/14, 157/15, 158/16, 158/17

Hinweise:

- Verwenden Sie zur Bearbeitung der Aufgaben 157/14 bis 158/17 den Satz zuunterst auf der Seite 1 des
Theorie-Blattes "Lineare Abhangigkeit".

- Die Lésungswege zu den Aufgaben 157/14 bis 158/17 im Buch Papula 2 basieren auf den Begriffen
"Determinante" und "Rang", die wir im Unterricht noch nicht behandelt haben.

Betrachten Sie den folgenden Satz tiber die lineare Unabhéngigkeit von Vektoren (vgl. Theorie-Blatt):

Satz:  "Eine Menge von Vektoren {3d;, 3,, ..., d,} ist genau dann linear unabhangig, wenn die
Gleichung
M-8y + A By + .. Ay, =0
nur erfullt werden kann mit
M=A= ... =X, =0"

Dieser Satz verknipft zwei Aussagen A und B: Er driickt aus, dass die beiden Aussagen dquivalent bzw.
gleichwertig sind: A & B

A & B ("Aist &quivalent zu B.") bedeutet sowohl A = B ("Aus A folgt B.") als auch B = A ("Aus B folgt
A."). Wenn A wahr ist, ist auch B wahr. Und wenn B wabhr ist, ist auch A wabhr.

In der Aussagenlogik wird dies so geschrieben: (A & B)=(A=>B) A (B=> A)
(Das Zeichen A ist ein Symbol aus der Aussagenlogik und bedeutet "und".)

a) Was flr zwei Aussagen A und B sind gemeint?

Formulieren Sie die beiden Aussagen A und B, die der Satz verknipft, separat.
b) Formulieren Sie flr die Aussagen Aund B ...

i) ... die Folgerung A = B in Worten.

i) ... die Folgerung B = A in Worten.

Generell kann man aus der Folgerung A = B ("Aus A folgt B.") die Folgerung =B = —A ("Aus Nicht-A folgt

Nicht-B.") schliessen. Wenn B nicht wahr ist, ist auch A nicht wahr.
(Das Zeichen — ist ein Symbol aus der Aussagenlogik und bedeutet "nicht".)

Analog kann man aus der Folgerung B = A die Folgerung —A = =B schliessen.

c) Formulieren Sie flr die Aussagen Aund B ...
i) ... die Folgerung =B = —A in Worten.
i) ... die Folgerung =A = =B in Worten.

Da der vorliegende Satz aus den Folgerungen A = B und B = A besteht, ist er vollstdndig bewiesen, wenn
gezeigt ist, dass die beiden Folgerungen -B = —=A und —=A = =B richtig sind.

d) Zeigen Sie flr den Satz, dass die nachstehenden Folgerungen richtig sind:
I) -B=>-A
i) —-A=-B
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Ldsungen
1 2 0 3
131 a) i) Alc= (1 7 4 18
3 13 4 30
1 0 0-3
i) rref(Alc)=10 1 0 3
0 0 109

iii) (X1, Xa, X3) = (-3, 3, 0)
genau eine Lésung

11 -2 9
b) i) Ac=[1 -1 -2 0
2 3 4 95

(1 0 -2 1)

i) rref(Alc)=1o0 1 0 1

00 00

iii) (X1, X2, X3) = (1L + 2, 1, A)
unendlich viele Losungen (1 freier Parameter: AeR)

12 1 6
c) i) Ac={1 1 1 -2
2 4 2 -6
1 0 130
i) rref(Alc) = (0 1 2/3 0)
0 0 01
iii) keine Ldsung

2 5 -1 0 -1
4 2 16 100
01

[REN

i) rref(Alc) =

ookro =+

1
0
0
0
i) (X, X, X, Xa) = (5, -
genau eine Ldsung
0 2 5 0
4 4 5 10

2 3 -5 5
2.9 2 5

e) i) Alc =

N

1
i) rref(Alc) = [ ©

i) (Xe, Xay Xa, Xa) = ( 20,450, 2- 20,4, )
unendlich viele Lésungen (2 freie Parameter: AeR, peR)

2 -3 11
f) i) Ac=|-5 1 -8
1 -5 16
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9)

h)

)

K)

13.2

133 Q)

i)

i)

i)
i)

i)

st
1

Dy
N

1 0 1
rref(Alc) = (0 1 —3)
0 0O

(le XZ) = (lv -3)
genau eine Ldsung

2 -3 11
Ac=|-5 1 -8
1 -4 16

100
rref(Alc) = (0 1 0>
0 01

keine Ldsung
102 1

Ac=(2 -4 -2
3 -6 -3

1 -2 -1
rref(Alc)=10 0 0
0 0 O

(xlv XZ) = (_ 1 + 27\'! 7\')
unendlich viele Losungen (1 freier Parameter: AeR)

12 1 1
Alc = (2 4 -2 _1>
rref(Alc) = (1 2 -1 0)
0 0 0 1
keine Ldsung

102 11
Alc= (2 4 2 - 2)
rref(Alc) = (1 2 -1 '1>
0 0 0 O
(Xg, X2, X3) = (-1 + 20+, A, W)
unendlich viele Losungen (2 freie Parameter: AeR, ueR)
1 0 -1 0 0
0 1 0 '1 FGB
= 1
Alc=1 ¢ 0 sino) -€os(@) 3c0s(c)Feg

sin(a) -cos(a) 0 0o - % cos(a)-Fag

-cot(a) % cot(a)-Fgp
-1 Fes

-cot(a) % cot(a)-Fgp
0 0

1 1
(Fax Fay, Fs, FoL) = (COt(Ot) (FGL+§FGB) , FeLtFgg, cot(a) (FGL+EFGB)1 FGL)
unendlich viele Lésungen (1 freier Parameter: Fg eR")

rref(Alc) =

o o o =
o o = O
o = o o
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b) ﬁ = 2-a1 + 5.2
c) d kann nicht als Linearkombination von &; und &, ausgedriickt werden.

d) ﬁ =- 251 + 35.2

134 a)
b)
c)
d)
e)
f)

135 157/13: siehe Papula 2

157/14: ...

157/15:; ...
g=43+D

158/16: ...

158/17: M =-2, A, =4

136 a) Aussage A:

"Eine Menge von Vektoren {&;, &,, ..., d,} ist linear unabhangig."

Aussage B:

"Die Gleichung A;- 8; + Ay 3y + ... + A &, = 0 kann nur erfiillt werden mit Ay = A, = ... =4, = 0."

b) i) "Wenn eine Menge von Vektoren {&;, &, ..., &,} linear unabhéngig ist, dann kann die
Gleichung Aq- 8, + Ap- 3y + ... + Ay &, = 0 nur mit A, = Ay = ... = A, = 0 erfiillt werden."

i) "Wenn die Gleichung A;- &, + Ao @ + ... + Ay &, = 0 NUr mMit Ay = A, = ... = A, = 0 erfilllt
werden kann, dann ist die Menge der Vektoren {3;, &, ..., d,} linear unabhangig."

c) i) "Wenn die Gleichung A+ & + Ay 8, + ... + Ay 8, = O nicht nur mit A, =2, =... =4, =0
erfillt werden kann, dann ist die Menge der Vektoren {&;, &, ..., 8,} linear abhangig."

i) "Wenn eine Menge von Vektoren {d;, &,, ..., 8.} linear abhangig ist, dann kann die
Gleichung M- &, + Ao B + ... + Ay &, =0 nicht nur mit Ay = A, = ... = A, = 0 erfillt
werden."

d) i)

i)
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