HTW Chur
Bau und Gestaltung, Mathematik 2, T. Borer Lineare Abhéngigkeit

Lineare Abhangigkeit

Linearkombination von Vektoren

Def.:

Bsp.:

Eine Summe von Vielfachen von Vektoren &;, d,, ..., &, nennt man eine Linearkombination der Vektoren
81,3y, ..., dn:

7\.1' 5.1 + 7\,2‘ 52 + ...+ Xn- ﬁn = ZE::L 7\'k . ék (XKER)

Der Vektor & kann als Linearkombination der VVektoren d;, d, und d; geschrieben werden:

) o) ) O

Lineare Abhangigkeit/Unabhangigkeit von Vektoren

Def.:  Ein Vektor & ist von den Vektoren &, &, ..., &, linear abhangig, wenn er sich als Linearkombination dieser
Vektoren darstellen l&sst.
Ein Vektor & ist von den Vektoren d;, 35, ..., &, linear unabhangig, wenn er sich nicht als Linearkombination
dieser Vektoren darstellen Iasst.
Eine Menge von Vektoren {3;, 3,, ..., 4,} ist linear abhangig, wenn sich mindestens ein Vektor aus dieser
Menge als Linearkombination der tibrigen Vektoren darstellen 1&sst.
Eine Menge von Vektoren {3, 3,, ..., 4,} ist linear unabhangig, wenn sich kein Vektor aus dieser
Menge als Linearkombination der tibrigen Vektoren darstellen 1&sst.
Bem.: Mit den folgenden beiden Aussagen wird das gleiche gemeint:
"Eine Menge von Vektoren {d;, &, ..., 8,} ist linear abhangig bzw. unabhangig."
"Die Vektoren d;, d,, ..., &, sind linear abhangig bzw. unabhangig."
Satz:  Eine Menge von Vektoren {3;, 3, ..., d,} ist genau dann linear unabhéangig, wenn die Gleichung

M-8y + A8y + ..+ Ay 8, =0
nur erflllt werden kann mit
M=X=...=4=0
(Beweis siehe Aufgabe 13.6)
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Rang
Def.:  Der Rang einer Matrix A, bezeichnet mit Rg(A), ist die maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilen- oder

Beh.:

Spaltenvektoren von A.

Bei jeder Matrix ist die maximale Anzahl linear unabhangiger Zeilenvektoren gleich gross wie die maximale
Anzahl linear unabhangiger Spaltenvektoren.
(ohne Beweis)

Der Rang einer mxn-Matrix A ist mindestens 1 und héchstens gleich der kleineren der beiden Zahlen m und n,
d.h. 1 <Rg(A) < min(m,n)
(Beweis folgt aus der vorangehenden Behauptung und aus der Definition des Ranges)

Wendet man auf eine Matrix eine elementare Zeilenoperation an, so bleibt der Rang der Matrix unverandert.
Inshesondere gilt: Rg(A) = Rg(rref(A))
(ohne Beweis)

Determinante

Def.:

Beh.:

Def.:

Die Determinante einer Matrix A, bezeichnet mit det(A), ist nur definiert, falls A quadratisch ist.

1-reihige Determinante
A= (aw)
det(A) =ann

2-reihige Determinante

a;; a

A= ( 11 12)
dy1  aAxp

11 12

_ a
det(A) = | o

| = agrrag - dxtds

3-reihige Determinante
ajp adp  dg3
A=<aZl dyp A
dz; dzg ds3
a;;p A A3
A1 Ay A3
dz; dzp ds3

det(A) = = @y1°807833 T A1pv8p3-831 t A13°821°832 - 83178227813 - 328237811 - A33°821°812

(n-reihige Determinanten mit n>3 werden hier nicht behandelt)

Bei einer 3x3-Matrix A ist die Determinante von A gleich dem Spatprodukt der Spaltenvektoren von A.
(Beweis folgt aus den Definitionen der 3-reihigen Determinante und des Spatproduktes)

Alle Zeilen- bzw. Spaltenvektoren einer quadratischen Matrix A sind genau dann linear unabhéngig, wenn
det(A) # 0.
(ohne Beweis)

Fur jede nxn-Matrix A gilt:
Rg(A)=n o det(A) #0
Rg(A) <n < det(A)=0
(Beweis folgt aus der vorangehenden Behauptung und aus der Definition des Ranges)

Eine quadratische Matrix A heisst regular, falls det(A) + 0.
Eine quadratische Matrix A heisst singular, falls det(A) = 0.

12.02.2013 m_bg12m2_d03.pdf 212



