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Ubung 13 Fourier-Transformation
Linearitat, Symmetrie, Verschiebung, Skalierung, Faltung, Modulation

Lernziele

- wissen und verstehen, dass der Betrag der Fourier-Transformierten einer reellen Funktion gerade ist.

- wissen und verstehen, dass das Argument der Fourier-Transformierten einer reellen Funktion ungerade ist.

- die Symmetrieeigenschaften der Fourier-Transformation an einer konkreten Funktion nachprifen kénnen.

- grafisch beurteilen kénnen, wie sich eine Zeitskalierung bei einer Funktion auf deren Fourier-Transformierte
auswirkt.

- die Zeitverschiebungs-, die Zeitskalierungs- und die Linearitéts-Eigenschaft der Fourier-Transformation bei der
Bestimmung der Fourier-Transformierten anwenden kénnen.

- die Faltungseigenschaft der Fourier-Transformation kennen und verstehen.

- wissen, wie die Modulation zweier Signale definiert ist.

- die Modulationseigenschaft der Fourier-Transformation kennen und verstehen.

- das Spektrum eines modulierten Signals mit Hilfe der Modulations-Eigenschaft der Fourier-Transformation
bestimmen kénnen.

Aufgaben
1 Die Fourier-Transformierte einer reellen Funktion x(t) besitzt die folgenden Symmetrieeigenschaften:
D) X(w) = (Xw)”

(2) [X(w)| gerade
(3) arg(X(w)) ungerade

(4) x(t) gerade 2} X(w) reell U X(w) gerade
(5) X(t) ungerade b X(w) reinimaginar U X(w) ungerade
Im Unterricht wurde die Symmetrieeigenschaft (1) erlautert.
a) Prifen Sie die Symmetrieeigenschaften (1), (2) und (3) anhand der folgenden Funktion nach:
x(t) = e g(t) (a>0)
b) Prifen Sie die Symmetrieeigenschaft (4) am Beispiel der folgenden geraden Funktion nach:
]I- 1 (i<T1)
x(t) =1 (T1>0)
io (|t|>T1)
Hinwels:

Die Fourier-Transformierten der beiden Funktionen haben Sie bereits in der Ubung 10 bestimmt.

c) * Zeigen Sie, dass die Symmetrieeigenschaften (2) und (3) aus der Symmetrieeigenschaft (1)

folgen.
2. Gegeben sind die Grafen der Funktion x(t) und deren Fourier-Transformierten X(w):
X(w}
x{t) m
1
= PN N
= ) —
T T t \/‘_\1 !_/\/ N~
TI T!

Die Funktion x4(t) sei definiert durch x4(t) := x(at) (a R)
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a) i) Skizzieren Sie auf einem Blatt nebeneinander die Grafen der Funktionen
Xg(t) fir O<a<l
x(t)

Xg(t) far a>1

i) Skizzieren Sie auf dem gleichen Blatt darunter die Grafen der dazugehérigen Fourier-
Transformierten
Xg(w) fir O<a<1
X(w)
Xg(w) fir a>1

b) Im Zusammenhang mit der Fourier-Transformation wird auch von der "Inversen Beziehung
zwischen Zeitbereich und Frequenzbereich”" gesprochen.

Betrachten Sie die Grafen aus der Aufgabe a). Versuchen Sie mit Hilfe dieser Grafen
herauszufinden, was unter der "Inversen Beziehung zwischen Zeitbereich und Frequenzbereich
gemeint sein kdnnte.

Schreiben Sie das Ergebnis Ihrer Betrachtung in zwei bis drei Sétzen nieder.

3. Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte X(w) der Funktion x(t).

Benlitzen Sie dazu lediglich die Fourier-Transformations-Tabelle (kopiertes Blatt), und wenden Sie die
Eigenschaften der Fourier-Transformation an.

a)

X(t)
A

1

T

b) X(t) = (t-4)2 e2(t4) g(t-4)
c) x(t) = A sin(at+b) (A>0, a>0, b 0)
d) X(t) = 2 sin(3t+4) + 5 sin(6t+7)

e)
x(t)
A
il
T, T |om T
f)
x(t)
Ay
1A
: : -t
T2 Ty LERF:
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4. Einleitung

Die Fourier-Transformation F hat wie die Laplace-Transformierte L die folgende Faltungseigenschaft
(ohne Beweis):

F{ Xq(t) * x2(t)} = F{ xl(t)} : F{ x2(t)}
oder anders geschrieben:
X1(t) * xo(t) o—e  Xq(w) - Xo(w)

d.h. die Fourier-Transformierte der Faltung zweier Funktionen ist gleich dem Produkt der Fourier-
Transformierten der einzelnen Funktionen.

Aufgabe

Prifen Sie die Faltungseigenschaft der Fourier-Transformation am Beispiel der folgenden beiden
Funktionen nach:

xq(t) = ete(t)

xA(t) = 22 g(t)

Anleitung:

i) Schlagen Sie in der Fourier-Transformations-Tabelle die Fourier-Transformierte X1(w) von x4(t)
nach.

i) Schlagen Sie in der Fourier-Transformations-Tabelle die Fourier-Transformierte X1(w) von xo(t)
nach.

i) Bestimmen Sie das Produkt X 1(w)-X o(w).

iv) Bestimmen Sie das Faltungsprodukt x(t) := x1(t) * xo(t) der beiden Funktionen x4(t) und x(t),
indem Sie x4(t) und x4(t) im Zeitbereich falten, d.h. das entsprechende Faltungsintegral
berechnen.

V) Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte X(w) von x(t).
Uberzeugen Sie sich davon, dass das Resultat mit demjenigen ausiii) Ubereinstimmt, d.h. dass
gilt: X(w) = Xq(w)-X o(w)

5. Einleitung

Unter der Modulation eines Signales x4(t) mit einem zweiten Signal x»(t) versteht man die
Multiplikation von x4(t) mit x(t):

X1(t)-xo(t)

Bsp:  Inder Rundfunktechnik wird die Amplitudenmodulation (AM) verwendet. Dabei wird ein Signal
y(t) mit einem sogenannten Tragersignal y4(t) moduliert, und man erhalt das modulierte Signal

Ym(b):

y(t) := ygsin(wt)
ys(t) := ygsin(wgt)  wg = Trégerfrequenz
Ym() = y(®)-yst) = ...

Die Fourier-Transformation F hat die folgende Modulationseigenschaft (ohne Beweis):

F{a0 <} =5 (F{aw} * F{x0})

oder anders geschrieben:

xq(t) - Xot) o %(xl(w)*xz(w))
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d.h. die Fourier-Transformierte des Produktes zweier Funktionen ist (bis auf einen Faktor 1/2p) gleich der
Faltung der Fourier-Transformierten der einzelnen Funktionen.

Aufgabe
Ein beliebiges Signal x(t) mit Spektrum X(w) wird mit dem cosinus-férmigen Signal
m(t) = cos(wt)
moduliert. Man erhélt so das modulierte Signal
Xm(t) := x(t)-m(t)
a) Entnehmen Sie einer Fourier-Transformations-Tabelle das Spektrum M(w) von m(t).
b) Skizzieren Sie den Grafen von M(w).

c) Bestimmen Sie mit Hilfe der Modulationseigenschaft der Fourier-Transformation das Spektrum
Xm(w) des modulierten Signals xy(t).

Driicken Sie also X,(w) durch das al's bekannt angenommene Spektrum X(w) von x(t) aus.

Hinwels:
Bei der Bestimmung des Faltungsintegrals X(w)* M (w) kann die Ausblendeigenschaft der d-
Funktion angewendet werden.

d) Skizzieren Sie den Grafen von X ,(w) unter der Annahme, dass der Graf von X(w) die folgende
Form hat:
X(w)
1
-\
-1 |1
e) Erkléren Sie in eigenen Worten, wie das Spektrum X ,(w) aus dem Spektrum X (w) hervorgent,

bzw. wie sich das Spektrum eines beliebigen Signals verandert, wenn man das Signal mit einem
cosinus-férmigen Signal moduliert.

f) Skizzieren Sie den Grafen von X ,(w)

i) X(t) wiein d)
m(t) = cos(t)

i) x(t) wieind)

m(t) = cos(%)
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Losungen
1 a) X(w) = atjw
_ * 1
(M Xew) = (W) = o
1
(2) X(w)| = gerade
\Va2rw?2

(3) ag(X(w)) = -arctan( ) ungerade

I 2sin(wTy)
I e 0)
b) X(w) = w = 2T sinc(wTq) reell und gerade
1 2T, (w=0) b
c) *
Ansatz: X(w) = [X(w)]|-el @9(X(W))
2 a)
b) Je breiter der Rechteck (= Graf von x(t)) ist, desto enger ist die sinc-Kurve (= Graf von X(w)).
Die Auswirkungen einer Veranderung des Signals (hier: Zeitskalierung) sind im Zeit- und im
Freguenzbereich entgegengesetzt zueinander.
()
/2
3 a) xwy=1 T wT eWli2 (w0)
I\ 2
I T (w=0)
b XW) = 2 eddw
(jw+2)3
c) X(w) = A j p (dw+a) - d(w-a)) elwb/a
d  Xw)=jp (2 (dw+3) - dw-3)) W43+ 5 (d(w+6) - d(w-6)) eW7/6)
] Sin(wT)) SinWT)o )
e Xw)=i §T2 wT, 211 wT, § (w0)
A (2T,-2T9) (w=0)
N\ s
J . 2T10
o, ST A)TS‘” 2 @ i o)
— = - ~ w
f) X(w) = _I_ 12 wTy 2"V 1 aai(_)z
)\ €2 ¢
2A1To+ (Ap-AY Ty (w=0)
4. i) Xq(w) = THw
i) Xo(w) = 24w
T D ) T — —
TR (1w (2+iw)
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iv) x(t) = 2 (e't- e e(t)

2

V) X(w) = m = Xq(w)-X o(w)

5. a) M(w) = p d(w+wg + p d(w-wg)

b)
A M(w)

- W

_W0 WO

0 Xpw) = % X(W+wg) + % X(w-wg)

d)
Xm(W)
A
1/2
O\ N
- WO | WO
4—1> -
e)
f) i)
-\
i)
Xm(W)
A
1/2
LN L

232 12| 12 32
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