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Aufgaben 12 Fourier-Transformation
Dirac'sche Delta-Funktion, Fourier-Transformierte einer period. Funkt.

Lernziele

die Ausblendeigenschaft des Diracstosses verstehen.

Integrale bestimmen kénnen, in welchen die Dirac'sche Delta-Funktion als Faktor des Integranden auftritt.
die Fourier-Transformierte einer einfacheren periodischen Funktion von Hand und mit Hilfe einer

I ntegraltabelle bestimmen kdnnen.

die Fourier-Transformierte einer periodischen Funktion grafisch darstellen kdnnen.

Aufgaben
Dirac'sche Delta-Funktion

121  Bestimmen Sie die folgenden Integrale;

¥
a) _Ssin(t)-d(t) dt
,¥
b) g 2-sin(2t)-d( -f{) dt
-¥
,O
o) g e‘t-d(t-%) dt
-¥
,3
d) g e't-d(t—%) ot
-1
¥
e) _gx(t)-d(t-t) dt
¥
f) _Sx(t)-d(at—b) dt (at 0)

122  Der Diracstoss d(t) ist der Grenzwert der Rechtecksfunktion dg(t) fiir e ® 0 (vgl. Unterricht).

a) Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte des Diracstosses d(t).
b) Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte der Rechtecksfunktion dg(t).
C) Zeigen Sie, dass die Fourier-Transformierte der Rechtecksfunktion dg(t) fir e ® 0 gegen die

Fourier-Transformierte des Diracstosses d(t) strebt.
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Fourier-Transformierte einer periodischen Funktion

12.3*

124

Zeigen Sie, dass die Fourier-Transformierte X(w) einer periodischen Funktion x(t) gegeben ist durch

¥
[¢}
X(w) = @ 2p ¢ d(w-kwg) (1)
k=-¥
mit; cy = Fourier-Koeffizienten von x(t)
wq = Grundfrequenz von x(t)

Vorgehen:
X(w) ist genau dann die Fourier-Transformierte von x(t), wenn X (w) das Fourier-Integral erfillt:
¥
X(1) :2—1p OX(w) & dw @)
-¥

Setzen Sie also den in (1) behaupteten Ausdruck fur X(w) auf der rechten Seite von (2) ein,
vereinfachen Sie die rechte Seite, und stellen Sie fest, dass sich x(t) ergibt.

Hinweise:
- Integration und Summation durfen in ihrer Reihenfolge vertauscht werden.
- Beniitzen Sie die Ausblendeigenschaft des Diracstosses.

Gegeben ist die periodische Funktion x(t).
i) Skizzieren Sie den Grafen von x(t) (ausser bei d)).
i) Bestimmen Sie die komplexen Fourier-K oeffizienten ¢ (kT Z) von x(t).

i) Skizzieren Sie das Spektrum { ¢} grafisch als Balkendiagramm.

iv) Geben Sie die zu x(t) gehorige Fourier-Transformierte X(w) an.
V) Skizzieren Sie den Grafen von X(w).
a) x(t) = cos(at)
I & TH
b) ) |ll &4 (t+To = x(1)
x(t) =L . ;o X(t+ = X(t
I\ Eo TR
| 0 4 <lM<3g
Bemerkung:

Die komplexen Fourier-K oeffizienten ¢, haben Sie bereits in der Aufgabe 8.1 bestimmt.

¥
c) x(t) = a d(t-kT)

k=-¥

d) X(t)=-3+2 sin(%2 t) +5 cos(ﬂs2 t) - 4 sin(pt)
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Losungen
12.1 a)
b) 2
c) 0
9 L
Ve
e) x(t)
1 b
f —x{ =
w (@)
12.2 a) F{d(t)} =1
l e -jwe. 1
B F{do} = we (=) (w0
1 (w=0)
c)

(Regel von Bernoulli-de I'Hopital)

123+
124 a i)
i) wo=a
€1=C1=5, ck=0(k?® £1)
i)
&
iv) X(w) = a 2p ck d(w-kwg) = p d(w+wg) + p d(w-wg)
k=-¥
V)
b i) )
11
l > (k=0)
1 - 11 -7 -
o=l e (k=..-11,-7,-3,1,5,9, ..)
1 _
% o (K=..9,5,-1,3,7,11,.)
0 (k gerade Uk! 0)
i)
&
iv) X(w) = A 2p ¢ d(w-kwp)
k=¥
= - 2dwWHTwg) + 2 d(w+Bwg) - 2 d(w+3wg) + 2 d(w+wg) + p d(w)
w7 5 3
+2 d(w-wg) - % d(w-3wg) + ?23 d(w-5wg) - % d(w-Twg) + ..
V)
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c) i)
.. 1.. 5
i) k=T fur allekl Z
iii)
! 2 3 2
iv)  X(w) = A 2p ¢ d(w-kwy) :JT2 a d(w-kJTQ)
k=-¥ k=-¥
_ 2p 6pY , 20 4p\ , 20 2p\ ., 20
—...+Td(w+_|_)+_|_d W+_|_ +Td W+_|_ +Td(w)
2p _2p\ .20 _4pY L 2p _6p
+ 1 d(w T)+ T d(w T)+ 1 d(w T)+...
v)
d) i) wozg
Cp=-3,Cp=-],C0=],€3=2],C3=-2],C4=C4y= g Ck=0(k?* 0,2, £3, £4)
iii)
g
iv)  X(w)= a 2p ¢, d(w-kwp)
k=-¥
=5p d(w +ﬂ32) - 4pj d(w + p) + 2pj d(w +%?) - 6p d(w)
- 2pj d(w ;39) + 4pj d(w - p) + 5p d(w ﬂ;)
v)
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