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I E= 1 1 Punkte: ... NOte: .o
Dauer: 90 Minuten
Hilfsmittel: - Taschenrechner

- beliebige schriftliche Unterlagen

Bemerkungen: - Bei jeder Aufgabe muss der ganze Lésungsweg klar ersichtlich sein.
- Es wird auf eine Ubersichtliche Darstellung Wert gelegt.

1 Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte X(w) der Funktion x(t) von Hand, d.h. direkt aus dem
Definitionsintegral der Fourier-Transformation und ohne weiteren Hilfsmittel (Fourier-Transformations-
Tabelle, Taschenrechner):

X(t)
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Hinweis (Integrale):
Oe? dx = ieax+ C (at 0)
Ox.ea dx = (axizl) eX + C (at 0)
a
N 22 o)
Ox2.e8X gy = 8K 233X+2+ eX + C (at 0)
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5 Punkte ............
2. Gegeben sind die Grafen der aperiodischen Funktionen x;(t) und x4(t) (a>0, b>0):
x1(t) X2(t)
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Die Fourier-Transformierte X 1(w) von x4(t) sei bekannt.
Driicken Sie die Fourier-Transformierte X (w) von xo(t) durch die Fourier-Transformierte X 1(w) aus.

Geben Sie den Zusammenhang zwischen Xo(w) und X4(w) in Form einer Formel Xo(w) = ... an, mit
welcher man Xy(w) aus X 1(w) bestimmen konnte.

5 Punkte ..........
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3.

Gegeben ist die Laplace-Transformierte X(s) einer Funktion x(t) (al R, bl R, a>b):

X(s) = Re(s)>a

-
(s-a)(s-b)
Bestimmen Sie die Funktion bzw. die Laplace-Ricktransformierte x(t) mit einer beliebigen Methode.

Vorgabe:
Als Laplace-Transformations-Tabelle ist nur diejenige aus dem Lehrbuch Papula erlaubt (siehe Seite 4),
d.h. keine weiteren Transformations-Tabellen aus anderen Quellen.

5 Punkte ..............

Entscheiden Sie ohne Begriindung, welche der jeweils drei Aussagen wahr ist. Bei allen Teilaufgaben a)
bis €) ist immer genau eine Aussage wahr.

Kreuzen Sie das entsprechende Ké&stchen an.

Bewertung:

Jede Teilaufgabe gibt 1 Punkt, wenn das richtige Kastchen angekreuzt ist. Wenn in einer Teilaufgabe
kein Ké&stchen, ein falsches oder mehr als ein K&stchen angekreuzt ist bzw. sind, gibt es fir die
entsprechende Teilaufgabe 0 Punkte.

a) Die Fourier-Transformation ist eine Abbildung ...

... einer Zahlenmenge auf eine Zahlenmenge.

... einer Funktionenmenge auf eine Funktionenmenge.

... einer Zahlenmenge auf eine Funktionenmenge.

b) Die Fourier-Transformierte einer periodischen Funktionist ...

... immer periodisch.

... genau dann periodisch, wenn alle Fourier-K oeffizienten der Funktion gleich sind.

... immer aperiodisch.

C) Eine Zeitverschiebung einer Funktion wirkt sich ...

... sowohl auf den Betrag als auch auf das Argument der Fourier-Transformierten aus.

... hur auf den Betrag der Fourier-Transformierten aus. Das Argument bleibt unverandert.

... nur auf das Argument der Fourier-Transformierten aus. Der Betrag bleibt unverandert.

(Fortsetzung auf der Seite 3)
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d) Die Laplace-Transformierte einer Funktion ist eine Abbildung ...

... einer Zahlenmenge auf eine Zahlenmenge.

... einer Funktionenmenge auf eine Funktionenmenge.

... einer Zahlenmenge auf eine Funktionenmenge.

e) Der Konvergenzbereich einer Laplace-Transformierten X(s) gibt an, ...

... fur welche s die Laplace-Transformierte existiert.

... fir welche w = Im(s) die Fourier-Transformierte existiert.

... wieviele Pole die Laplace-Transformierte enthalt.

5 Punkte ..............
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Quélle:

Lothar Papula, Mathematik fur Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 2, Vieweg,
Braunschweig/Wiesbaden 2001, 10. Auflage, ISBN 3-528-94237-1, Seiten 666 bis 669

666 VI Laplace-Transformation

4 Riicktransformation sus dem Bildbereich in den Originalbereich 667

4.2 Tabelle spezieller Laplace-Transformationen

Die nachfolgende Tabclle enthilt cinige in den Anwendungen besonders hiufig aufie-
tende Funktionenpaare. Eine umfassendere Translormationstubelie findet der Leser in
der Formelsammlung sowic in der einschligia sialliteratur (s. Literaturverzeichnis)

Tabelle: Speziclle Luphace-Transformationen

Bildfunktion F(s) Originalfunktion f(r)
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Tabelle (Fortsetzung)
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Tabelle (Fortsetzung)
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5 Anwendungen der Laplace-Transformation 669

Dic allgemeine Losung enthielt dabei noch cinen bzw. zwei Intearationskonstanten als
Parameter.

Ein weileres [inshesondere in der Elektrotechnik und Regetungstechnik weit verbreitetes)
Losungsverfahren liefert die Laplace-Transformarion. Wie wir im einzelnen noch sehen
werden. gehen dabei in die allgemeinen Losungen der Differentialgleichungen die jeweili-
gen Anfungswerte fiie = 0 als Paramerer ein. Die Integration einer linearen Differential-
gleichimg mit kansiamen Kocffizienten mit Hilfe der Laplace- Transformation lictert. somit
die allgemeine Lisiung in Abhingigkeit von den Anfungswerien® Dieser in drei Schritien
ablaufende Lsungsweg Lt sich wic folgt schematisch dursielien:

Originalbereich
Lineare Dgl mit (dirckter Speziclle Lsung
K Koeffizienten L er) der Del

5 Anwendungen der Laplace-Transformation

5.1 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

5.1.1 Allgemeines Lasungsverfahren mit Hilfe der Laplace-Transformation

Mit den in den Anwendungen besonders wichtigen finearen Differentialgleichungen
1.und 2. Ordnung mit kenstanien Koeffizienten haben wir uns bereits in Kapitel V aus-
fiibrlich beschiiftigt. Dort wurde gezeigt. wie man eine solche Differentialgleichung durch
Yariation der Konstanien” oder dureh . Anfsuchen ciner partikuliren Losung” 1osen kann

(1) Laplace-Transformation

(3) Riickuransformation

Algebraische

Gleichung

(2} Losen der
Gleichung

Bildbereich

Lésung der algebra-

ischen Gleichung

Wir beschreiben noch kurz die cinzelnen Rechenschritte

{1y Die lincure Differe

mit

flizienten und vorgez

Anfangswerien wird zuniichst mit Hilfe der Luplace-Transformation in eine ulge-
hraische Gleichung 1. Grades. d . in eine fincare Gleichung iibergefilhrl

(2)  Als Lisung dieser Gleichung erhili man die Bildfunktion ¥ s) der gesuchien Lé-

sung (Originuifunkiion) yir)

t3)  Durch Ricktransformation gewinnt man aus der Bildfunktion Y (s} mit Hilfe

einer Transformationstabelle (s. Abschnitt 4.2) und oder spezieller Methoden {wie
2.B. der Partiathruchzerlegung) die gesuchite Losung yir) der gestellien Aufongs-

wertaifgabe

5
Y Wi losen somil cin tnfitngsicrtproblen
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