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Ubung 20 Fourier-Transformation
Faltungseigenschaft

Lernziele

- die Faltungseigenschaft der Fourier-Transformation kennen und verstehen.
- die Faltungseigenschaft der Fourier-Transformation anwenden konnen.
- verstehen, warum man die Fourier-Transformierte der Stossantwort eines LT1-Systems al's Freguenzgang bezeichnet.
- verstehen, dass die Reihenfolge zweier oder mehrerer hintereinander geschalteter L T1-Systeme keine Rolle spielt.
- verstehen, dass fur ein LTI-System mit beliebiger Stossantwort gilt:
Jedes komplexe exponentielle Signal ist eine Eigenfunktion des LTI-Systems.
- verstehen, dass fur ein LTI-System mit reeller Stossantwort gilt:
Bei einem sinusformigen Input ist der Output wieder ein sinusférmiges Signal mit derselben Fregquenz.
- bei einem LTI-System mit bekanntem Frequenzgang den Output zu einem sinusférmigen Input bestimmen kdnnen.
- verstehen, dass ein RC-Glied ein Tiefpassfilter ist.

Einleitung

Die Fourier-Transformation FT hat die folgende Faltungseigenschaft (ohne Beweis):
I——I'(xl(t) * x2(t)) = I——I'(xl(t)) -FT (xz(t))

oder anders geschrieben:
X1(t) * Xo(t) o—e  Xq(w) - Xo(w)

d.h. die Fourier-Transformierte der Faltung zweier Funktionen ist gleich dem Produkt der Fourier-Transformierten der
einzelnen Funktionen.

Aufgaben
1 Prifen Sie die Faltungseigenschaft der Fourier-Transformation am Beispiel des folgenden LTI-Systems nach:
Stossantwort  h(t) = et e(t)
Input x(t) = €2t e(t)
Anleitung:
i) Schlagen Sie in einer Tabelle die Fourier-Transformierte H(w) von h(t) nach.
i) Schlagen Sie in einer Tabelle die Fourier-Transformierte X(w) von x(t) nach.

iii) Bestimmen Sie das Produkt Hw)-X (w).

iv) Bestimmen Sie den Output y(t), indem Sie h(t) und x(t) falten, d.h. y(t) = h(t) * x(t).

V) Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte Y (w) von y(t).
Uberzeugen Sie sich davon, dass das Resultat mit demjenigen ausiii) tbereinstimmt, d.h. dass gilt:
Y (w) = H(w)-X(w)

2. Bel einem LTI-System erhalt man das Spektrum Y (w) des Outputs y(t), indem man das Spektrum X(w) des
Inputs x(t) mit dem Frequenzgang H(w) des LTI-Systems multipliziert.

a) Uberlegen Sie sich aufgrund dieser Multiplikation, warum man H(w) al's " Frequenzgang' bezeichnet.

b) Skizzieren Sie den Frequenzgang H(w) einesidedlen Tiefpassfilters.
Ein ideales Tiefpassfilter ist ein LTI-System, welches alle Frequenzanteile bis zu einer bestimmten
maximalen Frequenz durchlésst und alle Anteile hdherer Frequenzen unterdriickt.

C) Skizzieren Sie den Frequenzgang H(w) einesidealen Hochpassfilters.
Ein ideales Hochpassfilter ist ein LTI-System, welches alle Frequenzanteile ab einer bestimmten
minimalen Frequenz durchldsst und ale Anteile tieferer Frequenzen unterdriickt.

d) (Seite 2)
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d Skizzieren Sie den Frequenzgang H(w) einesidealen Bandpassfilters.
Ein ideales Bandpassfilter ist ein LTI-System, welches alle Frequenzanteile zwischen einer minimalen
und einer maximalen Frequenz durchlésst und ale Anteile unterdriickt, welche ausserhalb dieses
Frequenzbandes liegen.

3. Gegeben sind zwei beliebige LTI-Systeme mit den Stossantworten hy (t) und hy(t) bzw. den Frequenzgéangen
Hq (W) und Hy(w).
Schaltet man die beiden L T1-Systeme hintereinander, so ergibt sich gesamthaft ein neues LTI-System mit dem

Frequenzgang H(w).
a) Zeigen Sie, dass H(w) gegeben ist durch H(w) = Hq(w)-Ho(w).
b) Erklaren Sie mit Hilfe des Resultates aus a), dass der Frequenzgang H(w) nicht von der Reihenfolge

abhéngt, in welcher man die beiden LTI-Systeme hintereinander schaltet.

4. Gegeben ist ein beliebiges LTI-System mit der beliebigen Stossantwort h(t) bzw. dem Frequenzgang H(w).
Bestimmen Sie den zum komplexen exponentiellen Input x(t) = el Wot gehdrenden Output y(t).
Stellen Sie dabel fest, dassy(t) ein Vielfaches von x(t) ist.

Def.:  Einen Input x(t), dessen zugehdriger Output y(t) ein Vielfaches von x(t) ist, bezeichnet man als
Eigenfunktion desLTI-Systems.

Anleitung:
i) Schlagen Sie in einer Tabelle die Fourier-Transformierte X(w) des Inputs x(t) nach.
i) Bestimmen Sie mit Hilfe der Faltungseigenschaft die Fourier-Transformierte Y (w) des Outputs y(t).

iii) Bestimmen Sie aus Y (w) die Riicktransformierte y(t).

5. Gegeben sind ein LTI-System mit einer r eellen Stossantwort h(t) sowie der sinusférmige Input
N
X(t) = x sin(wqgt+j ).
Bestimmen Sie den Output y(t).
Zeigen Sie, dass y(t) eine sinusfdr mige Funktion ist mit derselben Frequenz w wie der Input x(t).

Anleitung:
i) Formen Sie x(t) geméss Euler in eine Summe komplexer exponentieller Funktionen um.
i) Nitzen Sie das Resultat aus der Aufgabe 4 sowie die Linearitét des L TI-Systems, um den Output y(t)

Zu bestimmen.
iii) Schreiben Sie den Frequenzgang H(w) in der Polarform Hw) = R(w) df (W)
iv) Verwenden Sie, dass R(w) eine gerade und f (w) eine ungerade Funktion ist.

Dies gilt nur unter der Voraussetzung, dass h(t) rell ist (vgl. Ubung 16).
V) Formen Sie y(t) geméass Euler in eine Sinus-Funktion um.

6. Gegeben ist der Graf des Frequenzganges H(w) eines LTI-Systems:
H(w)
1

W
-3 |

Bestimmen Sie den Output y(t) zum folgenden Input x(t):
X(t) = sin(t) + sin(2t) + sin(3t) + sin(4t)
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7. Bel der Einfiihrung der Fourier-Reihen wurde im Unterricht das folgende L T1-System vorgefiihrt:
@ R @
(1) = ux() —cC uy(8) =2 y(t)
@ (O]
LTI
Der Frequenzgang H(w) dieses LTI-Systemsist gegeben durch
_ 1
HW) = 14 jRcw
a) Bestimmen Sie den Betrag |H(w)|des Frequenzganges H(w).
b) Skizzieren Sie grob den Grafen von [H(w)}
c) Erklaren Sie anhand desin b) skizzierten Grafen, dass das L TI-System ein Tiefpassfilter ist.
d) Am System mit den Parameterwerten R = 1 kW und C = 100 nF werde der Input x(t) = sin(wt)
angelegt.

Bestimmen Sie die Grenzfrequenz f .5« = Wmax/2p, @b welcher die mittlere Leistung des Outputs y(t)
nur noch die Halfte der mittleren Leistung des Inputs betragt.

7.12.2001 m_ti01_u20.pdf 3/5



HTW Chur

Telekommunikation und Informatik, Mathematik 2, T. Borer Ubung 20 - 2001/02
L dsungen
1 i) Hw) = THjw

i) X(w) = 2w

iy HW)-Xw) :m
iv) y(t) = (€' - &2 e(t)

_ 1 e
V) Y(Ww) = (T w)(2+jw) H(w)-X(w)
2. a) H(wg), d.h. der Wert der Funktion H(w) an der Stellew = wy, gibt an, inwiefern das LTI-System die
Frequenz wg im Input x(t) beeinflusst.
Die Funktion H(w) driickt also das " Frequenzverhalten” des L TI-Systems aus.
b)
H(w)
1
B\
-Wy W1
c)
H(w)
1
A
- Wl Wl
d
H(w)
1
B\
W2 o-w wq W2
3. a) X(t) := Input

y(t) := Output nach dem ersten LTI-System = Input
vor dem zweiten LTI-System
Z(t) := Output

2(w) = Hp(w)-Y (W) = Hpw): (HyW) X)) = (Haw)Hy ) X(w) = H(w) X (w)

by Refrdige & AT, VR in a) spielt keine Rolle
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4. i) X(w) =2p d(w-wg)
i) Y (w) = H(w)-X(w) = Hw) 2p dw-wg) = H(wg) 2p d(w-wg)
i) y(t) = Hwg) 8Wot = H(wg) x(t)
50 x®)= Qi. (dwoti) - eritwgti))
= 2% (dJ eiWot - e e-JWot)
_ 2%@1 Wt - x%e” et
. . . Al .
i) y(t) :x—.dl H(wg) &Wot - x Eje_” H(-w ) elwot
=X (H(Wo) d(Wot*) ) - H(-wq) el(Wott] ))
iii) y(t) = xf. (R(Wo) elf W) dWott] ) - R(-wy) elf (Wo) el(Wot+] ))
V) Y =X (R(WO) off W) ei(Wott ) - R(wg) e Wo) e-ilvot+ )
=% R(WO) % (g(Wotﬂ + (o)) - ei(wott] + (wo))
V) y(t) = R(wg) X sin(w0t+j +f (WO))
6.  y{)= % sin(t) + % sin(2t)
78 HwlE——
\1+(RCw)2
b)
0)
9  MitlereLeisungen: o|y(t)|2 d=3 0 xR at?
0 (To) &0 (1) @
AN\2 1 (r)2
()%= ()
2_ 1 _1
|H(Wmax)| = 1+(RCwmax)2 =2
1 1
Wmax = RC =104 S
fmax = Wmax/2P = 1.6 kHz
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