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Ubung 10 Komplexe Fourier-Reihe
Komplexe Fourier-Koeffizienten, Reelle-Komplexe Fourier-Reihe

Lernziele

- einen neuen Sachverhalt analysieren kénnen.

- diereelle Fourier-Reihe einer periodischen Funktion in die komplexe Fourier-Reihe umformen kénnen und
umgekehrt.

- die komplexen Fourier-Reihe einer Funktion, die aus einer Linearkombination trigonometrischer Funktionen
besteht, direkt bestimmen kdnnen.

- das Spektrum einer periodischen Funktion als Balkendiagramm grafisch darstellen kénnen.

- die Bedeutung der einzelnen Summanden der Fourier-Reihe verstehen.

Aufgaben
1 Gegeben ist die periodische Funktion x(t) und ihre reellen Fourier-K oeffizienten ag, ay (kT N) und
by (KT N).
i) Bestimmen Sie die komplexen Fourier-K oeffizienten ¢ (kT Z) aus den reellen Fourier-
Koeffizienten ag, a (kT N) und by (kT N).
i) Bestimmen Sie die komplexen Fourier-K oeffizienten ¢ (kT Z) direkt aus der Funktion x(t).
i) Schreiben Sie ein paar Glieder der komplexen Fourier-Reihe auf.

a) x(t) aus Ubung 5, Aufgabe 2:
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c) x(t) aus Ubung 5, Aufgabe 3:

x(t)
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Zeigen Sie, dass die komplexen Fourier-Koeffizienten ¢y (kT Z) einer periodischen, reellen Funktion
X(t) die folgenden Symmetrie-Eigenschaften besitzen:

a) x(t) gerade 2} el R
b) X(t) ungerade b Cy rein imaginar
c) * (|Ck| geradein k) U (arg(ck) ungerade in k)

Hinweise:

- Gehen Sie bei &) und b) von der Definition der komplexen Fourier-K oeffizienten ¢ (kT Z) aus (siehe
Theorie-Bléatter "Komplexe Fourier-Reihe").
Berticksichtigen Sie die Eigenschaften der reellen Fourier-K oeffizienten ag, ay (kT N) und by (kT N)
einer geraden bzw. ungeraden Funktion.

- Beniitzen Sie bei c) die im Unterricht hergel eitete Symmetrie-Eigenschaft ¢ = (Ck)*

Bestimmen Sie die komplexe Fourier-Reihe der nachstehenden Funktionen x(t).
L 6sen Sie dazu die folgenden Teilaufgaben:

- Bestimmen Sie Tound w,

- Bestimmen Sie die Fourier-Koeffizienten ¢, (kI Z).

- Stellen Sie das Spektrum {¢,} der Funktion x(t) grafisch als Balkendiagramm dar.
a) X(t) = cos(4t) + sin(8t)

b) X(t) = cos(4t) + sin(6t)

c) X(t) = cos(4t) + sin(pt)

d) x(t) = cos(% (t-l))

(siehe Seite 3)
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4. Eine periodische Funktion x(t) mit der Grundperiode Ty und der Grundfrequenz wq := 2p/Tgkann in eine
reelle Fourier-Reihe (Sinus-/Cosinus- oder Betrags-/Phasen-Darstellung) oder in eine komplexe Fourier-
Reihe entwickelt werden:

Reelle Fourier-Reihe in der Sinus-/Cosinus-Darstellung:

1) x()=a+ A (ak-cos(kwot) + bk-sin(kwot)) (ag a, b R)
k=1

Reelle Fourier-Reihe in der Betrags-/Phasen-Darstellung:
¥

(¢}
(2) x(t) = ag+ A A-cos(kwgt+j 1) (agl R, A2 0, O] | <2p)
k=1
Komplexe Fourier-Reihe:
¥
[o] . ~
(3) x(t) = A ¢ elkwot (cd C)
k=-¥
a) Erstellen Sie eine Formelsammlung, die es Ihnen erlaubt, die drei Formen (1) bis (3) der

Fourier-Reihe ineinander Uberzufihren. Dazu sind die folgenden Zusammenhéange zwischen den
entsprechenden Fourier-K oeffizienten zu finden:

(1) « (2): ag, ak(kTAN), by (kTAN) ® ao,Ak(kj N), j k(IET N)

ag Ak (KI'N), j i (kI N) ® ag 3 (kI N), by (kI N)
(1) « (3): ag & (KT N), by (kT N) ® ¢y (kT 2)

¢y (kT 2) ® ag a (KT N), by (kT N)
(2) « (3): ag Al((kT N), j k (KT N) ® ¢ (kT 7). )

¢y (kT 2) ® ag Ak (KT N), j | (KT N)

Hinweise:

- Den Zusammenhang (1) « (2) kénnen Sie den Theorie-Bléttern "Reelle Fourier-Reihe"
(Seite 4) entnehmen.

- Der Zusammenhang (1) « (3) folgt aus der Definition der komplexen Fourier-Koeffizienten
¢, (kT 2).

- Der Zusammenhang (2) « (3) ergibt sich aus den Zusammenhangen (1) « (2) und (2) « (3).

b) Vergleichen Sie die drei Formen (1), (2), (3) der Fourier-Reihe wie folgt:
Geben Sie an, welche Summanden sich in den Fourier-Reihen entsprechen, d.h. welche
Summanden jeweils
- den konstanten Anteil

die Grundschwingung bzw. die 1. Harmonische

die 2. Harmonische

die 3. Harmonische

die 7. Harmonische

- die n. Harmonische

in der Fourier-Analyse der Funktion x(t) beschreiben.
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Losungen
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3. a) To=E,Wo:4 0120_1:; , 02:-l , c_2:(c2)*:l , € =0 (k! +1,+2)
2 2 2 2

|cyl arg(c,)
1/2 Lo
21 | 12 21| 1 |
- p/2 +4
_ _ _.. -1 _ 1 — (e = -0 (ki
b) To=p, wp=2 C2=Cp=5 , C3=-5 , C3=(C9* =5 , C=0(k +2,3)
|cyl arg(cy)
1/2 T p/2
+ } 4 — — K
-3 -2-1 | 1 2 3 -3 -2 -1 1 2
- p/2 4+
c) X(t) ist nicht periodisch und besitzt daher keine Fourier-Reihe.

_ _p
d) T0—8,W0_4
clzée'jp/“ » 1= (c)* :%(;jpm » O =0 (k* £1)
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4. (siehe Seite 6)
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4. &) (D« (2: ayaKiN),b(KIN) ® ag Ak N),j (K N)

A= \/aklrka

| - arctan%% (>0)

l -}29 (3,20 Ub,>0)
j k= .I. .

15 (=0 Uby<0)

B0
't - arctan%5+ p (ax<0)

ag A (KI N), j (K N) ® ag, ay (kI N), by (ki N)

a = Ay cos(j 1)
bk =- Ak sin(j k)

(1) « (3): ag a (KT N), b (KI N) ® ¢ (kT 2)

} 2 (k=0)
o= 5 (b (k>0)
| 2Gutiby (k<)

c (K1 Z2) ® ag, a (ki N), b, (ki N)
= Co
A = CtC
by = j(Ck-C.i)

(2) « (3): ag Ak (KT N), j K (KT N) ® ¢y (KT 2)

} ag (k=0)
=1 %Ak el k (k>0)
f %A-k el K (k<0)

c (K1 Z) ® ag, A (KT N),j i (KT N)

3= Co
Ak =2 |Ck|
Jk=arg(cy
b)
(€D) (2 (3)
konstanter Anteil | ag o Co

Grundschwingung | aj-cos(wqt) + by-sin(w) A1cos(Wt+j 1) | cp-elWot + c_p-edWot

2. Harmonische | ayCos(2wt) + bysin(2wqf) [ AyCos2w(t+j 5) | ¢, el2Wt + ¢_p-e12W0t

3. Harmonische agcos(3wgt) + bgsin(Bwqt) | Agcos(Bwt+j 9) | ¢ 3-d3Wd + c_3-e'j3‘N0t

7. Harmonische az-cos(7wgt) + bzsin(7wgt) | Az-cos(7wt+j 7) c7-eJ7WOt + c_4-e'i7Wot

n. Harmonische an-cos(nwgt) + by -sin(nwgt) | A-cos(nwt+j ) cn-eJ nwet + C_n-e'j”Wot
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