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Aufgaben 15 Anwendungen der Differentialrechnung

Lokale/Globale Maxima/Minima, Wendepunkte

Lernziele

- die lokalen Maxima und Minima einer Funktion bestimmen konnen.
- die Wendepunkte einer Funktion bestimmen kénnen.

- das globale Maximum und das globale Minimum einer Kosten-, Ertrags- und Gewinnfunktion bestimmen kdnnen.

- das globale Minimum einer Durchschnittskostenfunktion bestimmen kdnnen.

Aufgaben
15.1 Bestimmen Sie fiir jede Funktion ...
i) ... die lokalen Maxima und Minima.
i) ... die Wendepunkte.
a) fix)=x>-4
b) fx) =-8x3+ 12x> + 18x
c) s(t) =t*- 82+ 16

15.2

153

15.4

15.5

d) f(x)=xe™
e)*  fx)=(1-e*)’

f) * V(r):_D(%_j—;) (D>0,a>0)

Angenommen, der Gesamtgewinn (in CHF) bei der Herstellung und dem Verkauf einer Ware betrigt
G(x) =2000x + 20x> - x3

wobei x die verkaufte Stiickzahl ist.

Bestimmen Sie die Stiickzahl x bei maximalem Gewinn, und bestimmen Sie den maximalen Gewinn.

Hinweise:
- Bestimmen Sie zuerst die lokalen Maxima.
- Priifen Sie dann nach, ob eines der lokalen Maxima das globale Maximum ist.

Angenommen, die Gesamtkosten (in 100 CHF) fiir eine Dienstleistung im Zusammenhang mit einem
Tourismus-Event sind gegeben durch

K(x) = ;%% +4x + 100

wobei x ein Mass fiir den Umfang der Dienstleistung ist. Welcher Wert fiir x fithrt zu minimalen
Durchschnittskosten? Bestimmen Sie die minimalen Durchschnittskosten.

Angenommen, die Produktionskapazitit fiir eine bestimmte Ware kann 30 nicht tiberschreiten. Der
Gesamtgewinn (in CHF) dieser Firma ist

G(x) = 4x3 - 210x? + 3600x

wobei x die verkaufte Stiickzahl ist. Bestimmen Sie die Stiickzahl x, welche den Gewinn maximiert.

(siehe néchste Seite)
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15.5 Angenommen, der jahrliche Gewinn (in 1000 CHF) eines Geschifts ist gegeben durch
G(x) =- 0.1x3 + 3x?

wobei x die Anzahl Jahre nach 2010 ist. Bestimmen Sie fiir diese Modellannahme den Wendepunkt fiir den
Gewinn.

15.6  Entscheiden Sie, welche Aussagen wahr oder falsch sind. Kreuzen Sie das entsprechende Késtchen an.
In jeder Aufgabe a) bis c) ist genau eine Aussage wahr.

a) Falls f ein lokales Maximum bei x = X hat, kann gefolgert werden, dass ...
.. f(x0) > f(x) fiir jedes x # X¢

.. f(x0) > f(x) fiir jedes x > x¢
.. f(x0) > f(x) fiir jedes x < Xx¢

T

.. f(x0) > f(x) fiir alle x in einer gewissen Umgebung von xo

b) Falls f(x0) <0, f'(x9) = 0 und f "(x¢) # 0, kann gefolgert werden, dass f ...

... kein lokales Minimum bei x = X hat.
... kein lokales Maximum bei x = x¢ hat.

... keinen Wendepunkt bei x = x¢ hat.

T

... einen Wendepunkt bei x = x hat.
c) Das globale Maximum einer Funktion ...
... ist immer ein lokales Maximum.

... kann ein lokales Minimum sein.

... kann ein lokales Maximum sein.

T

... existiert immer.
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Losungen
151  a) fix)=x>-4
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f'(x) =2x
f'"(x)=2
f"(x)=0
i) f'x)=0beix; =0
f'"(x1)=2>0
ii) f"(x) =2 # 0 fiir alle x
b) f(x) = - 8x3 + 12x% + 18x
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£1(x) = - 24x> + 24x + 18
£1(x) = - 48x + 24

f(x) = - 48

i) £(x) = 0 bei x) = -3 und xo =

2
£'(x;) = 48 >0
f'(xo) =-48 <0
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ii) £(x) = 0 bei x3 =

2
f(x3) = - 48 # 0 = Wendepunkt bei x; =
c) s(t)=t*- 82+ 16
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s'(t) =48 - 16t
s"(t) =122 - 16
s"'(t) = 24t
i) S'(t) =0beit;=0,t,=-2undt; =2
s"(t))=-16<0 = lokales Maximum bei t; =0
s"(t2)=32>0 = lokales Minimum bei t; = - 2
s"(t3) =32>0 = lokales Minimum bei t; = 2
ii) $"(t) = 0 bei t; = - % und ts = %
s""(ts) = - % #0 = Wendepunkt bei t4 = - %
" — ﬁ 1 = i
s"'(ts) = NG *#0 = Wendepunkt bei ts N
d) f(x)=xe™*
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f'x)=e*-xe*=(1-x)e*
f'"x)=-e*-(1-x)e*=(xx-2)e*
f"x)=e*-(x-2)e*=3-x)e*
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i) f'x)=0beix;=1
£1(x1)=-=<0

ii) £"(x) = 0 bei x> = 2
£"(x2) =5 #0
e) *

‘ ]

(]
1

fx)=(1-e2)2=1-2eX+e*

= lokales Maximum bei x; = 1

kein lokales Minimum

Wendepunkt bei x, = 2

£'(x) = 4 (€2 — &)
£'(x) =8 (-e>+2e*)
£"(x) = 16 (€2 — 4 &)

i) f'x)=0beix; =0
f'"(x1)=8>0 lokales Minimum bei x; =0
kein lokales Maximum
ii) £(x) = 0 bei x, = 2 = 0.34...
f"(x2)=-8+0 = Wendepunkt bei x, =0.34...
v 2a  2a%\ _ 2aD a
b V(r)_'D('r_2+r_32)_r_2(1'?)
we 4a  6a”\ _ 2aD (3a
vio=-p(3-%)= 7 -2)
e 12a | 24a%\ _ 12aD 2a
Vi =-D(-3+e) = 2 (1- %)
1) V'(r)=0beir; =a
V"'"(r1) = 23—]2) >0 = lokales Minimum bei r; = a
kein lokales Maximum
i) V'()=0beir,=2
op - . 3a
V"(rz) = - Fevcha 0 = Wendepunkt bei r, = —
15.2 (Einziges) lokales Maximum bei x; = 19 5 33 oder 34
G(33) =51'843 CHF
G(34)=51'816 CHF
G(x) < G(x)) falls x # xy, da es kein lokales Minimum gibt
= G =51'843 CHEF ist der globale maximale Gewinn bei x = 33.
15.3 (siche néchste Seite)
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153 R="=Ix+d+=

K(x) hat ein (einziges) lokales Minimum bei x; = 20.

K(20) = 1400 CHF

K(x) > K(x)) falls x # x,, da es kein lokales Maximum gibt.

= K = 1400 CHF sind die globalen minimalen Durchschnittskosten bei x = 20.

15.4 G(x) hat ein lokales Maximum bei x; = 15 und ein lokales Minimum bei x, = 20.
G(x1) = 20250 CHF
G(x) < G(xy) falls x < xy, da es kein lokales Minimum auf dem Intervall x < x; gibt.
G(30) =27'000 CHF > 202250 CHF (!)
= G =27'000 CHF ist der globale maximale Gewinn am Endpunkt x = 30.

15.5 G(x) hat einen Wendepunkt bei x; = 10.
G(10) =200
= Wendepunkt (10200), d.h. wenn x = 10 (im Jahr 2020) und G =200'000 CHF

15.6 a) 4. Aussage
b) 3. Aussage
c) 3. Aussage
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